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EsiPUHE

Pro Gradu- tutkielmassani syvennetdan kompleksianalyysin perus-
tietoja. Tutkielman alussa kerrataan joitakin kompleksianalyysin pe-
ruskasitteitd, joita tarvitaan myohemmin harmonisten funktioiden
teoriaa rakennettaessa. Nama peruskasitteet on koottu ensimmaiseen
osaan, jonka ylitse voi asiaan perehtynyt lukija hypata.

Johdannossa perehdytddn analyyttisiin funktioihin, kompleksiseen
integrointiin ja Cauchyn lauseeseen, joka antaa lisdd tietoa analyyt-
tisen funktion rakenteesta. Lauseita ei todisteta, vaan niille anne-
taan viitteet, joiden avulla lukija voi halutessaan kerrata tietojaan
kompleksianalyysista.

Toisessa osassa kehitellddn harmonisten funktioiden teoriaa ja tut-
kitaan niiden ominaisuuksia. Tdssd osassa osoitetaan myds analyyt-
tisten ja harmonisten funktioiden valilla vallitseva yhteys. Harmonis-
ten funktioiden teoriasta kehitellddn vield Harnack-funktioiden teo-
riaa ja todistetaan myos tutkielman lopun kannalta oleellinen tulos;
harmoniset funktiot ovat Harnack funktioita.

Viimeisessa osassa todistetaan taman Pro Gradu- tutkielman paa-
tulos, Picardin lause. Asiaa lahetytaan esimerkin avulla ja pohditaan,
mitd vaikutusta kuvajoukkoon on, jos funktio on kokonainen.

Kaikki tutkielman maaritelmat ja todistukset on koottu soveltuvin
osin ldhdeluettelossa mainituista teoksista. Osissa todistuksista olen
laskenut auki kohtia, jotka ovat alkuperaisessa teoksessa sivuutettu
toteamalla helposti nahddaan tai selvdsti. Kokonaan omaa kasialaa-
ni on esimerkki 4.8 logaritmifunktion harmonisuudesta ja lause 6.5,
jossa osoitetaan, ettd harmoniset funktiot ovat Harnack funktioita.

Arja Rautiainen
Nurmossa
14. toukokuuta 2008
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Osa 1. Johdanto

Téassd osassa kerrataan kompleksianalyysin perusteita, jolloin lu-
kija voi helposti kerrata kompleksianalyysin keskeistd terminologiaa.
Syvallisempid tietoja kaipaava lukija voi tutustua englannin kielisiin
teoksiin [1] ja [12], sekd suomeksi kirjoitettuihin teoksiin [6], [7] ja [9].
Ensimmaiseksi madritellddn kompleksinen differentioituvuus ja sen
jalkeen maaritelldadn kompleksinen integrointi. Vaikka ensisilméayksel-
14 nayttdd, ettd kompleksinen differentioituvuus ei poikkea "tavalli-
sesta'differentioituvuudesta, niin todellisuudessa erot ovat kuitenkin
syvallisia.

1. ANALYYTTISET FUNKTIOT

Maaritelma 1.1 (Differentiottuvuus kompleksitasossa). Olkoon
G C C avoin joukko ja f : G — C funktio ja z € C. Funktiolla f on
derivaatta (toisin sanoen, funktio f on differentioituva) pisteessd z,
jos

W i 16~ 1)

oo £ —2

on olemassa aina kun £ 1dhestyy z :aa. Raja-arvoa kutsutaan funktion

f derivaatakst pisteessd z ja merkitddn f'(z) tai %
Jos funktiolla f(z) on derivaatta pisteessd z, ja jokaisessa zp :n
ympadristossd, niin sanotaan, ettd funktio on analyyttinen (tai holo-

morfinen, monogeeninen tai sddnnollinen) pisteessd zq.

Maééritelma 1.2 (Epédyhtendinen joukko). Joukko A C C on epdyh-
tenainen jos on olemassa avoimet joukot U ja V siten, etta seuraavat
ehdot toteutuvat:

(i) joukot U ja V ovat erillisid, ts. UNV = &,
(il) ANU# @ ja ANV # o
(i) ACUUV.

Maéiritelma 1.3 (Yhtendinen joukko). Joukko A on yhtendinen, jos
se ei ole epayhtendinen.

Miiritelma 1.4 (Alue). Jos kompleksitasossa ei-tyhjd joukko 2 on
sekd avoin, ettd yhtendinen, niin sanotaan, ettd joukko 2 on alue
C :ssa.
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Maéritelma 1.5 (Analyyttinen funktio). Sanotaan, ettd funktio f
on analyyttinen alueessa €2, jos se on differentioituva jokaisessa alu-
een 2 pisteessd. Jos funktio on analyyttinen koko kompleksitasossa,
sanotaan, ettda funktio on kokonainen.

Sanonta "analyyttinen U :ssa"olettaa aina, ettd U on kompleksita-
son avoin joukko. Funktiota, jonka méadrittelyjoukko on avoin ja joka
on analyyttinen tassd joukossa, sanotaan analyyttisekst funktiokss.

Kompleksiarvoisen funktion derivaatalle patevat seuraavat saannot:

Maiésritelmé 1.6 (Differentioituvuussddnnét). Jos funktiot f: A —
C ja g : B — C ovat differentioituvia pisteessd 2y, niin ovat myos
funktiot cf, jokaiselle kompleksiselle vakiolle ¢, f + g, fh ja f/g,
kun g(z9) # 0 differentioituvia pisteessd z,. Té&ll6in myds seuraavat
derivointisdannot ovat voimassa:

(cf)'(20) = cf'(2p),
(1 2) (f + g)I(ZO) = f’(zo) + g’(zo),
. (f9)(20) = f'(20)9(20) + f(20)9'(20),

! (2 20)— f(z /(4
5 (20) _ I 0)9(((9)()201)‘)(20)9( o)

1.1. Cauchy-Riemannin yhtidl6t. Oletetaan, ettd funktio f = u +
1v on differentioituva pisteessa zo = o + 1yo. Funktion f differentioi-
tuvuutta voidaan tutkia tarkastelemalla funktioiden u ja v reaalisia
derivaattoja. Differentioituvuus vaatii, ettd sama raja-arvo f'(2,) saa-
vutetaan aina, ladhestyypa z pistettd zo mitd tahansa jonoa, kdyraa tai
joukkoa pitkin.

Annetaan ensin z :n ldhestyd z, :aa z—akselin suuntaisesti asetta-
malla z = z + 1y ja antamalla £ — z,. Jos funktiota f ajatellaan
kahden reaaliarvoisen muuttujan funktiona, niin

f(z 4 1y0) — f(zo + 2%0)

! o .
o) = g, =
— lim f(l', yo) - f(l'o,yo)
z—To T — Zg
— lim u(z, Yo) — u(To, Yo) 4 lim v(Z, ¥o) — v(To, Yo)
T—Z0 T — xo T—T0 T — xo

= uz(To, Yo) + 1V2(To, Yo)-

Téten osittaisderivaatat u,(2o) ja v,(zo) ovat olemassa ja siten osit-
taisderivaatta f(zo) = u.(z0) + 1v.(20) on olemassa ja toteuttaa yh-
talon

(1.3) f'(#0) = ua(20) + 12(20) = fa(20)-
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Vastaavasti, asettamalla z = z + 17, ja antamalla y — yg,, saadaan
f(zo +1y) — f(Zo + 1%0)

"(zp) = lim :
fz) Y=o (Y — %)
— lim U($07y) B U("EO)yO) — 4 lim u(a:o,y) - U(Iﬂo,yo)
Y=o Y — Yo Y=o Y—"Y%

= vy(Zo, Yo) — 1uy(Z0, Yo)-
Talloin myds osittaisderivaatta fy(zo) = uy(2o) + 1vy(20) on olemassa
ja

(1.4) F'(20) = vy(20) — tuy(20) = —ify(20)
Vertaamalla yhtaloitd (1.3) ja (1.4) saadaan
(1.5) us(20) = vy(20) 5 uy(20) = —va(20)

Miéaritelmd 1.7 (Cauchy-Riemannin yhtdlot). Yhtélsitd (1.5) kut-
sutaan Cauchy-Riemannin yhtdloiks:.

Seuraavat kaksi tulosta osoittavat analyyttisen funktion ja Cauchy-
Riemannin yhtdloiden valilla vallitsevan yhteyden.

Lause 1.8. Olkoon funktio f = u + v analyyttinen alueessa .
Tallown funktiot u ja v ovat analyyttisid alueessa 2 ja ne toteut-
tavat Cauchy-Riemannin yhtalot.

Todistus. [9, Katso sivut 13-14] O

Lause 1.9. Olkoot funktiot u ja v alueessa Q2 analyyttisid reaa-
liarvoisia funktioita, jotka toteuttavat Cauchy-Riemannin yhta-
lot. Tdlléin funktio f = u + v on analyyttinen ) :ssa.

Todistus. [9, Katso sivu 14] O



2. KOMPLEKSINEN INTEGROINTI

Tarkastellaan seuraavaksi kompleksista integrointia. Aluksi on tar-
peen madritelld muutamia késitteitd, joiden avulla voidaan myochem-
min tarkastella kompleksisen integraalin ominaisuuksia.

Maégritelmd 2.1 (Polku). Jatkuvaa funktiota v : [a,b] — C, missd
[a,b] on aidosti suljettu reaaliakselin véli, kutsutaan poluksi.

Miaaritelmi 2.2 (Polkujen 7; ja 7, summa). Oletetaan, ettd poluilla
7 ¢ [a1,b1] = C ja y2 : [az,b2] — C on ominaisuus v;(by) = 72(as).
Té&ll6in voidaan méadritelld summapolku 1 +7» : [a1,b1+by—as] — C
asettamalla
1:(%), jos a; <t < by,
7+ l() = { Yot — by +as),  jos by <t < by +by—asjh

Maésritelma 2.3 (Siled- ja paloittain siled polku). Polku y(t) = z(¢)+
1y(t) on siled, jos sen derivaatta, ¥(¢) = z(t) + ¢y(t), parametrin ¢
suhteen on olemassa jokaisella ¢ € [a,b] ja jos funktio ¥ on jatkuva
vdlilld [a,b]. Edelleen, polku v : [a,b] — C varustettuna vélin [a, b]
osituksella P: a =ty < ¢; < --- < t,, on paloittain siled, jos sen
rajoittuma jokaisella valilld [tx 1,%x],1 < k < n, on siled polku.

Mééritelma 2.4 (Polun jdlki ja yksinkertainen polku). Polun v jalks,
| v |, on |y |=4{v(t):te [a,b]} Polkua+y sanotaan yksinkertaisekss,
jos ¥(t) # v(s), kun t # s, mahdollisena poikkeuksena y(a) = y(b).

Maaritelldan vield viimeiseksi kierrosluvun kéasite.

Miaritelma 2.5 (Kierrosluku). Olkoon v suljettu ja paloittain si-
led polku kompleksitasossa ja piste z € C\|y|. Tien v kierrosluku
pisteen z ympdr: on

(2.1) n(y,z) = 217”/

d¢
(—z

Seuraava lemma antaa joukon kierrosluvun ominaisuuksia, jotka
voivat helpottaa integraalin laskemista.

Lemma 2.6. Olkoon v suljettu, paloittain siled polku kompleksi-
tasossa ja olkoon U = C\|y|. Tdlléin

() n(vy,z) on vakio kussakin joukon U komponentissa,

(11) n(vy,z) =0, jos piste z on joukon U rajoittamattomassa kom-
ponentissa;

(1i2) kun polku 7y on yksinkertainem, miin joko n(y,z) = 1, tai
n(v,z) = —1, jos piste z on joukon U ddrellisessd komponentissa.
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Todistus. [12, Katso sivut 157-160] O

Ennen kuin voidaan maaritelld kompleksiarvoisen funktion inte-
graali, tarvitaan vield tien maaritelma.

Maé&ritelmi 2.7 (Tie). Tie joukossa A C C on paloittain jatkuvasti
differentioituva polku v : [a,b] — C, jolle |y| = v([a,b]) C A. Tie
v on suljettu, jos silld on sama alku- ja loppupiste, toisin sanoen
v(a) =(b).

Maé&ritelma 2.8 (Funktion integraali). Olkoot v : [a,b] — C siled
polku ja f kompleksiarvoinen funktio, joka on maaritelty ja jatkuva
polun vy jdljessa. Talloin fuktion f integraals yli tien v on

[ f@)dz = / .

Edelleen, funktion f integraal: yli tien 7y kaarenpituuden suhteen
on

[ 1@ 14z 1= [ fiv®] 19 | et

Lemma 2.9 (Integraalin ominaisuudet). Oletetaan, ettd f: A — C
ja g : A — C owvat jatkuvia funktioita. Oletetaan lisaks:, ettd vy
ja B ovat paloittain sileitd polkuja A :ssa. Talloin kompleksisella
integraalilla on seuraavat ominaisuudet:

() J(£(z) +9(2))dz = [ f(z)dz + [ 9(2)dz
(ii) fcf(z)d,z = cff(z)dz mille tahansa vakiolle c € C;
(i) J f2)dz =~ [ f(2)dz
(iv) jos polku v+ B on mc'ic'iritelty, nun [ f(z)dz = [ f(z)dz+
Y+8 it
[{ f(z)dz;

) ‘{f(Z)dz

< J1£(2)lldz!.

Todistus. [12, Katso sivut 122-123] O



3. CAUCHYN LAUSE

Cauchyn lauseen keskeinen teema voidaan muotoilla kysymykseksi:
Milloin analyyttisen funktion integraali suljettua polkua pitkin havi-
aa? Cauchyn lause antaa yhteyden kompleksianalyysin ja tason to-
pologian valille. Tama lause syventdd analyyttisen funktion lokaalin
rakenteen ymmartamysta.

Lause 3.1 (Lokaali Cauchyn lause). Oletetaan, ettd D on avoin

kiekko kompleksitasossa ja ettd funktio f on analyyttinen kiekos-

sa D (tai yletsemmin jatkuva kiekossa D ja analyyttinen kiekossa

D\{zo} jollakin pisteelld zo € D). Tdlloin [ f(2)dz = 0 jokaiselle
v

suljetulle, paloittain siledlle polulle v € D.
Todistus. [12, Katso sivut 144-147] O

Lause 3.2. Jos funktio f on analyyttinen avoimessa joukossa U,
nun f' on myés analyyttinen U :ssa. Erityisests, funktio f kuuluu
luokkaan C*(U).

Todistus. [12, Katso sivut 164-165] O

Seuraus 3.3. Jos funktio f on analyyttinen avoimessa joukossa U,
nun se voidaan differentioida mielivaltaisen monta kertaa U :ssa
ja kaikk: sen deriwvaatat ovat analyyttisid. Erityisestt f kuuluu
luokkaan C*(U).

Lemma 3.4. Olkoon v paloittain siled polku kompleksitasossa, ol-
koon h funktio, joka on jatkuva |y| :ssa ja olkoon k positiivinen
kokonaisluku. Avoimessa joukossa U = C\|y| mddritelty funktio
H

1

h(¢) d¢
J -2
on analyyttinen funktio, jonka derivaatta saadaan kaavasta

H( )_k/ h(¢) d¢

k+1

H(z) =

Todistus. [12, Katso sivut 151-153] O

Lause 3.5 (Cauchyn integroimiskaavan lokaali versio). Oletetaan,
ettd funktio f on analyyttinen avoimessa kiekossa D ja ettd v on
suljettu, paloittain siled polku kiekossa D. Talloin

n(nf() = 5 [ 4 ()t
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jokaiselle z € D\|v|.

Todistus. [12, Katso sivut 161-162] O

Kompleksianalyysissd tarvitaan kuitenkin myos Cauchyn lauseen ja
integroimiskaavan lokaalien versioiden lisdksi my0s niiden globaaleja
versioita, joita varten tarvitsee maaritelld muutama kasite:

Maisritelmi 3.6 (Sykli). Airellistd jonoa suljettuja, paloittain sileitd
polkuja 7y, 2 =1,...,p, p € N, kompleksitasossa kutsutaan sykliks:
o, jota merkitddn o = (71,72, ..., 7p)-

Miéritelma 3.7 (Nollahomologinen). Olkoon U avoin joukko komp-
leksitasossa. Sykli o on nollahomologinen joukossa U, jos n(c,z) =0
jokaisella z € C\U.

Miaritelmi 3.8 (Yhdesti yhtendinen alue). Alue Q kompleksitasos-
sa on yhdest: yhtendinen, jos jokainen suljettu ja paloittain siled
polku 2 :ssa on nollahomologinen.

Lause 3.9 (Cauchyn lause). Olkoon o sykli avoimessa tasojoukossa
U Tilléin integraali [ f(z)dz = 0 jokaiselle joukossa U analyyt-

tiselle funktiolle f jo‘;, j7a vawn jos, sykli o on nollahomologinen
joukossa U.

Todistus. [12, Katso sivut 188-191] O
Lopuksi vield Cauchyn integroimiskaavan globaali versio:

Lause 3.10 (Cauchyn integroimiskaava). Oletetaan, ettd funktio f
on analyyttinen avoimessa tasojoukossa U ja ettd o on nollaho-
mologinen sykli joukossa U. Tadllown

no, () =5 |

f(¢)d¢
(—=z
jokarselle pisteelle z € U\|o|.

Todistus. [12, Katso sivu 192] O
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Osa 2. Harmoniset funktiot ja niiden ominaisuudet

Téassd osassa tarkastellaan harmonisia funktioita ja niiden ominai-
suuksia ja madritellddn Harnack-funktiot. Lopuksi osoitetaan, ettd
harmoniset funktiot ovat Harnack-funktioita, jolloin kaikki harmo-
nisten funktioiden ominaisuudet patevat myos Harnack-funktioille.

4. HARMONISET FUNKTIOT

Harmonisilla funktioilla on suuri rooli etenkin fysiikassa ja tek-
niikassa. Harmonisiin funktioihin tormatdan mm. sdhkostatistiikassa,
virtausdynamiikassa, akustiikassa ja lammon siirtymisessd. Harmo-
nisten funktioiden sovelluksista voi lukea mm. teoksista [4] ja [5].
My0s kirjassa [2] on késitelty harmonisten funktioiden sovelluksia fy-
siikassa.

Mairitelma 4.1 (Laplacen operaattori ja -yhtdld). Olkoon U C C
avoin tasojoukko ja funktio f : U — R sellainen, etta osittaisderivaa-
tat fz, ja fy, ovat olemassa ja jatkuvia jokaisessa joukon U pisteessa.
Laplacen operaattor: maaritellddn asettamalla

(4-1) Af:fmm+fyy

Laplacen yhtalo maaritelladn asettamalla
Af(z) — fa:a: + fyy =0.

Maéritelmi 4.2 (Harmoninen funktio ja harmoninen konjugaatti-
funktio). Kompleksitason alueessa {2 madritelty reaaliarvoinen jat-
kuva funktio u on harmoninen, alueessa €, jos Au(z) = 0 jokai-
sessa pisteessd z € 2. Funktio v : 2 — R on harmonisen funktion
4 : £ — R harmoninen konjugaattifunktio, jos funktio f = u+ v on
analyyttinen alueessa 2.

Seuraava lause osoittaa analyyttisten ja harmonisten funktioiden
valisen yhteyden. Toisaalta harmonisten funktioiden teoria on johdan-
nainen analyyttisten funktioiden teoriasta; Cauchyn integrointikaa-
vaa soveltamalla saadaan muutamia harmonisten funktioiden oleelli-
sia oimnaisuuksia. Mutta, harmonisia funktioita tutkimalla saadaan
myoOs uusia ominaisuuksia analyyttisille funktioille.

Lause 4.3. (i) Olkoon f(z) = u(z) + w(z) analyyttinen alueessa
Q. Tdlléin molemmat reaaliarvoiset funktiot, u(z) ja v(z), ovat
harmonisia alueessa 2.

(11) Olkoon Q2 kompleksitason alue. Tdlloin jokaisella alueessa 2
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harmonaisella funktiolla on harmoninen konjugaattifunktio tdssa
alueessa jo0s ja vain jos 2 on yhdesti yhtendinen.

Todistus. (i) Jos funktio f = u + v on analyyttinen alueessa 2, niin
myos

f'(2) = uy + v, = vy — Uy
on analyyttinen alueessa 2 (Seuraus 3.3 sivulla 9). Téaten, funktioiden
u ja v toiset derivaatat ovat jatkuvia ja u;y = Uy, Ja Yoy = Vys.
Soveltamalla Cauchy-Riemannin yhtdl6itd (1.5) saadaan

Yoo = (vy)l’ - ('Uz)y = Uy ja Vge = (_uy)m = —Uyy,

jolloin molemmat funktiot u ja v toteuttavat Laplacen yhtalon. [J;

(ii) Oletetaan ensin, ettd alue 2 on yhdesti yhtendinen ja osoite-
taan, ettd 2 :ssd harmonisella funktiolla % on olemassa harmoninen
konjugaattifunktio.

Olkoon g := u, — iu, funktio. Koska u € C*(Q2), niin g € C'(Q2).
Koska funktion g Laplacen yhtéls, Ag(z) = 0, niin ¢ :n reaali- ja ima-
ginaariosat toteuttavat Cauchy-Riemannin yhtalot annetussa aluees-
sa:

(Uz)e = Uze = —Uyy = (—Uy)y Ja (Us)y = Usy = Uy = —(—Uy)e-
Té&lloin funktio g on analyyttinen Q :ssa [12, s.72, Theorem III.2.2].
Edelleen, [12, 5.196, Theorem V.6.1] funktiolla g voidaan valita primi-
tiivi f alueessa €2 siten, ettd f = 4 +2v. Kiinnitetddn seuraavaksi piste
zo C € siten, ettd f(20) = u(zo) (tdmé maadrad fin yksikdsitteisesti).
Siten i(29) = u(2o). Nyt

Uy — 1y = f' = g = Uy — 10y
alueessa €, joten (& —u), = (& —u), = 0 kaikkialla alueessa 2. Tdten
[12, 5.73, Theorem II1.2.3] % — u on vakio. Koska 7(zy) = u(2o), niin
% —u = 0, ts. @ = u D :ssd. Koska funktio f on madaritelmansa
mukaan analyyttinen alueessa €2, niin funktio v on funktion u haluttu
konjugaatti.

Toisaalta, oletetaan, ettd jokaiselle alueessa €2 harmonisella funk-
tiolla on harmoninen konjugaattifunktio. Taytyy osoittaa, ettd alue Q2
on yhdesti yhtendinen. Olkoon <y paloittain siled, jatkuva tie alueessa
Q. Yritetddn nayttaa, ettd v on nollahomologinen 2 :ssa, ts. halutaan
osoittaa, ettd n(vy,2o) = 0 mielivaltaiselle 2z, € C\Q. Madritellddn
funktio u : C\{zo} — C siten, ettd u(zy) = Log|z — 2o|. Funktio u
on harmoninen u : C\{2p}:ssa, -yksinkertainen lasku paljastaa, ettd u
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on myo0s harmoninen 2 :ssa. Oletuksen mukaan voidaan valita u :lle
harmoninen konjugaattifunktio v. Siten, funktio f = u + 2v on ana-
lyyttinen  :ssa. Myds funktio A : Q — C,h(z) = (2 — 20)e ) on
analyyttinen 2 :ssa.

Seuraavaksi huomataan, etta

—Log|z—zo| _ ’Z _ Zo’ _

|h(2)| = |z — zole ™) = |z — zole 1

|z — 20|
jokaiselle z € Q. Té&lldin [12, .74, Theorem III1.2.5] funktion A tdytyy
olla vakio 2 :ssa. T'dstd seuraa, ettd

0="h(z)=e %) — (2 — 20)e T@ f/(2)

kaikkialla €2 :ssa, josta saadaan f'(z) = (z — z9) ™' Vz € Q. Téten [12,
5.126 Theorem IV.2.2] voidaan kirjoitaa seuraava

1 d¢ 1 ,
nr )= 5 | e o= g | FQd =0,
kuten haluttiin osoittaa. Siis, alue {2 on yhdesti yhtendinen. O

Lause 4.4. Olkoon u harmoninen funktio alueessa 2 C C ja ol-
koon joukon {z € C : u(z) = 0} sisdpisteiden joukko epdtyhjd.
Talléin u = 0 alueessa .

Todistus. Olkoon D = int{z € C: u(z) = 0}. Nyt joukko D on avoin,
ei-tyhja ja D C 2. Olkoon E joukon D sulkeuma alueessa 2. Talloin
E on (relatiivi)suljettu alueessa 2 ja funktion u jatkuvuuden nojalla
u = 0 joukossa E. Osoitetaan seuraavaksi, ettd joukko E on myo0s
avoin alueessa €2 : Olkoon 2y € E. Koska 2 on avoin, niin kiekko
D(zg,7) C Q jollakin luvulla 7 > 0. Olkoon funktio v funktion u
konjugaattifunktio kiekossa D(zg,r) (lause 4.3(ii) sivulla 11), toisin
sanoen, funktio f = u + 2v on analyyttinen kiekossa D(zg, 7). Koska
funktion u kaikki derivaatat ovat nollia joukossa D, niin Cauchy-
Riemannin yhtéldiden (1.5) nojalla myds kaikki funktion v derivaatat
ovat nollia joukossa D(zg,7) N D. Taten, funktio f on vakio kiekossa
D(zg,1), jolloin funktio u(z) = 0 kiekossa D(zo,7). Nyt D(2o,7) C E,
joten joukko E on avoin. Koska alue 2 on yhtendinen, niin F = Q.
Toisin sanoen, u(z) = 0 alueessa 2. O

4.1. Keskiarvo-ominaisuus. Yhtdlon (4.3) perusteella voidaan esit-
tdd seuraava maaritelma:

Miaritelmi 4.5 (Keskiarvo-ominaisuus). Avoimessa joukossa U C
C jatkuvalla reaaliarvoisella funktiolla w on keskiarvo-ominaisuus
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joukossa U, jos jokaista pistettd z € U vastaa luku p = p(z) siten,
etta

(4.2) w(z) = 217r/w(z + re*)ds,

aina kun 0 < r < p.

Tdm4 yhtdlé antaa funktion u keskiarvon kiekossa D(z,r). Tdma
keskiarvo on sama jokaiselle luvulle r vélilld (0, p) ja on yhtdsuuri
kuin funktion u arvo kiekon D(z,r) keskipisteessa.

Lause 4.6. Avoimessa joukossa U harmonaisella funktiolla u on
keskiarvo-ominaisuuus tassa joukossa. Kun pisteelld z on edelld
mainittu ominaisuus, nun mikd tahansa luku p > 0 voi olla tdta
pistettd vastaava sdde, kun D(z,p) C U.

Todwstus. Oletetaan aluksi, ettd u on harmoninen funktio avoimessa
tasojoukossa U, piste z € U ja, ettd p > 0 on niin pieni, ettd D(z, p) C
U. Télloin 16ydetédédn (lause 4.3(ii) sivulla 11) funktiolle w harmoninen
konjugaattifunktio v kiekossa D. Kun 0 < 7 < p, niin soveltamalla
Cauchyn integroimiskaavaa 3.10 sivulla 10 saadaan

1 FO&
271 (—=z2

¢~zl=r

u(z) = Re[f(z)] = Re

2m 2m
1 : 1 ,
= Re {2” /f(z + rew)dﬂ} = g/u(z + re*)dd.
0 0
Téaten on saatu yhtald
(4.3) u(z) = —/u(z + re'?)ds

aina kun 0 < 7 < p. O

4.2. Maksimiperiaate. Keskiarvo-ominaisuudesta saadaan harmo-
nisten funktioiden ominaisuus:

Lause 4.7 (Maksimiperiaate). Olkoon funktio u harmoninen ja re-
aaliarvoinen alueessa 2. Jos funktiolla uw on joko maksimi, tai
minimi alueessa €2, nitn u on vakio.

Todistus. Oletetaan, ettd funktiolla © on maksimi pisteessda z € €.
Merkitdan joukkoa, jossa u saavuttaa maksiminsa A :lla. Valitaan
luku r > 0 siten, ettd suljettu kiekko D(z,7) C €. Jos olisi piste
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w € D(z,r) siten, ettd u(w) < u(z), niin funktion w jatkuvuuden
vuoksi u :n keskiarvo kiekossa D(z,7) olisi vEhemman kuin u(a),
mika on ristiriidassa maaritelman 4.5 kanssa. Taten funktio u on vakio
kiekossa D(z,r), jolloin, joukko A avoin alueessa 2. Edelleen, koska
funktio u on jatkuva, niin joukko A on myos suljettu. Talloin, koska
alue 2 on yhtendinen, taytyy olla A = 2. Tdten funktio u on vakio
alueessa €2 kuten haluttiin.

Jos funktio u saavuttaa miniminsd alueessa €2, niin sovelletaan ylla
olevaa funktioon —u. O

Otetaan lopuksi viela esimerkki harmonisesta funktiosta:

Esimerkki 4.8. Osoitetaan, ettd logaritmifunktio on harmoninen
funktio: Olkoon funktio g : C\{0} — R, g(z) = log|f(z)|, missd
funktio f on analyyttinen.

Kun merkitddn f = u + v, niin funktiot u ja v ovat harmonisia.
Siten

g(z) =log|f(2)| = log |u + 1v| = log(vVu? + v2).
Lasketaan seuraavaksi funktion g ensimmaiset ja toiset derivaatat:

Ul + VU, UUy + VUy
9e = — 5 .5 9y = 5 .2
w4’ Cout 4

josta

(u? + v?) (U2 + V2 + Ulpy + VVss) — 2(UUy + VU, )3
(u? + v2)?

Gz =
ja

(P 0P 4 vl 4wy + vuyy) — 2(uuy 4 vy)?
vy — (u2 + v2)2 )
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Funktion g Laplacen operaattori on t&lloin
Ag(z) = Gzz T Gyy
(u? + v?) (U + V2 4 Ulps + VVzs) — 2(UU, + VY,)°
(u2 + '112)2
N (u? + v?)(ul + v + ulyy + vyy) — 2(uuy + v0y)°
(uZ + 1)2)2
(u? 4+ v?) (U2 + V2 + Ulgo + VVop + U2 + V) + Ulyy + VVyy)

(uZ +'U2)2
2[(utus + v, )? + (uuy + vuy)?]
- (u? 4 v%)?
(0 (u® +v*)(ul + 02 +uf +v})
- (u? + v2)?
2[(uuy + v, )? + (uuy + vuy)?
- (u? + v?)?
U+ v )Nuy, +U; +u, +v
- (u? 4 v2)?
2[utul 4 2uvu v, + vl 4 vl 4 2uvuyvy + vl
(u? +v2)?
v (W2 +v?)(ul +v2 +ul +v))
- (u? 4 v2)?
2futul 4 v + wul + v*vl]
B (u? 4 v%)?
wul + vl + wiul + vl 4 vl + vl + vPul + vl
(u? 4+ v2)?
2[utul 4 vl + wPul + v*vl]
w2 + u%f, + v2u + Uzuz —ulu? —v?2 — u2u§ — '02113
(u2 + '112)2
15 w’ul + vl + vl 4 020l — vl — vl — viul — vl
(u2 + 1}2)2 :

Siis
Ag(z) =0,

jolloin funktio g on harmoninen.
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5. DIRICHLET'N ONGELMA

Kiekon reunalla jatkuvan funktion avulla muodostettu Cauchyn
integraali madrittelee kiekon sisdlld analyyttisen funktion. Millaisilla
funktioilla taman funktion reuna-arvot yhtyvat annettuun reunafunk-
tioon? Harmonisilla funktioilla tama ehto toteutuu. Kiekossa harmo-
nisten funktioiden reuna-arvotehtdvd tunnetaan nimelld Dirichlet’n
ongelma, jonka Poissonin integraali ratkaisee.

Esimerkki 5.1. Etsi funktio, joka on harmoninen kompleksitason
ensimmaisessd neljanneksessd ja joka saa reuna-arvot 0 reaaliakselilla
100 imaginaariakselilla.

Funktio
~ 200

w(z) = 7

Log z

kuvaa kompleksitason ensimmaisen neljanneksen nauhaksi 0 < v <
100, kun w = u + 2v. Tdlloin positiivinen reaaliakseli kuvautuu suo-
ralle v = 0, ja positiivinen y-akseli kuvautuu suoralle v = 100. Koska

: 200 .
U+ 11U = 7(10g |z| + 1 arg z),

funktio
200

v(z) = —argz

(2) = —~arg

on harmoninen kompleksitason ensimmadisessd neljanneksessd ja se
toteuttaa vaaditut reuna-arvot.

Maédritelméd 5.2 (Poissonin ydin). Médritellddn funktio P komplek-
sisen tason jokaisessa pisteessd, (z,¢) € C?, missd z # ¢, asettamalla

Pie0 = e = (£22),

Téata funktiota kutsutaan Poissonin ytimeks:.

Kun ¢ # 0 on kiinnitetty, niin Poissonin ytimestd P(z,() tulee
harmoninen funktio kiekossa D(0, [(]).

Lemma 5.3. Jos r > 0, nun

2

1 0y 70
(5.1) %O/P(z,re )db =1

aina kun |z| < r.
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Todistus. Huomataan ensin, ettd mille tahansa pisteelle z € A(0,r)
pitee (Lemma 2.6 sivulla 7)

d¢
27”11 C —TL(’)/, )_ )

missd y(8) = re® kun 0 < 4 < 2.
Osoitetaan seuraavaksi vdite yksinkertaisella laskulla:

21
1 ) 20
—/P(z,rew —/R re_ tz dé
2 ) re¥ — z

26
~ Re 1/” T2ap) —Re| L [ St2d
; 27m‘€ (—2z ¢

=

O

Huomautus 5.4. Poissonin ydin maédritelladn kirjallisuudessa usein
asettamalla
P.(6) - 1—7?
1—2rcosf +r?’
missd 0 <7 < 1ja —oo < € < co. Yksinkertaisella laskulla on helppo
osoittaa, ettd P,(9) = P(re,1):

p(re®, 1) = WP =l 1 jrPle”f
|1 — re®|? |1 — r(cos @ + ¢sin@)|?
1—17r2
= ::P',‘e
1—2rcos@+r ()

Mééritelma 5.5 (Poissonin integraali). Oletetaan, ettd D = D(zo, 1)
ja h:0D — R on jatkuva funktio. Funktion A Poissonin integraali
kiekossa D maaritelladn asettamalla

2T

u(z) = —/P z — 2o, 7€ )h(zo + re”) dé.

Lause 5.6 (Schwarzin lause). Olkoon D avoin kiekko kompleksita-
sossa, olkoon h : 0D — R jatkuva funktio ja olhoon u funktion h
Poissonin integraalt kiekossa D. Talloin u on harmoninen kie-
kossa D ja llil% u(z) = h(¢) jokaiselle { € 8D.
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Todwstus. Todistuksen yleisyyden karsimdttd, voidaan olettaa, ettd
kiekon D keskipiste on origossa, toisin sanoen, D = D(0, r). Todetaan
ensin, ettd funktio u on harmoninen kiekossa D. Koska funktio H :

D — C,
_ 1 h(¢) d¢
H(z) = 27m'££ (—z

on analyyttinen (Lemma 3.4 sivulla 9). Kun z € D, niin

2m o :
'U;(Z) = ;T/P(z,'f’eig)h('f’eie) dé = Re IVi / re ? + zh(reie) d@}
0

L27r0 re¥ — z
| ¢+2\ h(¢)d¢
- mmé <<_z> ¢
i 1 2 1
— Re Z”ﬂl <<—z‘c> h(¢)d¢| -

Kiekossa D analyyttisen funktion reaaliosana funktio % on harmoni-

nen D :ssa.

Todetaan seuraavaksi, ettd funktiolla w on haluttu rajankayntiomi-
naisuus: Jokaiselle pisteelle ( € 9D, funktio u(z) — h(¢) kun z — (.
Kiinnitetddn piste ¢ ja merkitdin ¢ = re*¥, missd 0 < ¢ < 27. Ol-
koon £ > 0. Raja-arvon méiritelmi vaatii, ettd on 16ydettdvda 6 > 0
siten, ettd

(5.2) lu(z) = R(() <&

jokaiselle z € D kun |z — (| < 4. Tatd varten sovelletaan kaavaa (5.3)
ja integrandin jaksollisuutta:

1 7 : : h(re®) 7 :
u(z) — h(¢) = o / P(z,re®)h(re®)df — o /P(z,'re’e) de
0 0

= ;W/P(z,reie)[h(reie) — h(re™)] do

P+
1 o

= = | Plz,re?)[n(re”) - h(re™)] db.
Y-

Kun 0 < t < 7 asetetaan

M(t) = max {|h(re®) — h(re™)|: 0 € [ —t,9 +t]}.
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Koska funktio, joka kuvaa 6 :n |h(re*) — h(re*¥)| :ksi, on jatkuva
reaaliakselilla, sen rajoittuma vélille [¢ — ¢, + t] saavuttaa maksi-
minsa, joten M(¢) on hyvin médritelty. Selvasti, M (¢) < M(~). Koska
h(re?) — h(re*¥) kun 6 — 9, niin M(t) — 0 kun ¢ — 0.

Olkoon 0 < t < 7. Arvioidaan funktioiden u(z) ja h({) erotusta
kun 2z €D:

Y+m
lu(z) — h(Q)| = 217r / P(z,re®)[h(re?) — h(re™¥)]dd
Yo
1 . . .
<o / P(z,re®)|h(re®) — h(re™)| do
< —= / P(z,re®)df + M(m) / P(z,re")d6
|0—¢\<t 2T cto yl<n

Mt .
( ) /P z,re’) df + 2(7r) / P(z,re*)d8
T t<|o—yp|<m
(5.3)+P:n maar. u M(ﬂ')('f' _ |Z|2 do

27 lre® — z|2
t<(6-p|<r

Siis, jokaiselle t € (0,7) ja mille tahansa z € D, saatiin arvio

M(m)(r* — |2|*) df

2m [re® — z[?
t<|f—y|<m

(5.3) |u(z) — R(O)] < M(t) +

Osoitetaan seuraavaksi ylld olevassa yhtdlossd esiintyva integraali
rajoitetuksi. Olkoon siis ¢ < |8 — ¢| < 7. Koska sinz > 2z/7 aina
kun 0 <z < 7/2, niin

ew( i(6—4) N_
2t2

t
>1—cos(f—9)>1- t:2'2<)>
> cos(6 — ¢) > cos sin® (5 ) > oy

610 . em/) —

W(6—9) _ ‘

Jokaiselle z € D, joka toteuttaa ehdon |z — (| < rt?/7?, voidaan siis
todeta, ettd

re—2| 2 jre?—¢|—|¢—z| = rle"—e| |~ I .

kun t < |6 — 9| < 7. Joten,

4

dg m* T 27
, < < — = —.
/ |re? — z|2 — r2tt / a6 r2td / o T2t

t<[6—p|<m t<|o—p|<m =
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Yhtdlo (5.3) saatiin siis sievennettyd muotoon
mEM (m)(r® — |2*)
r2tt

jokaiselle z € D, joka toteuttaa ehdon |z — (| < rt? /7.

Nyt voidaan mé&drittdd 6 > O siten, ettd (5.2) toteuttuu jokaiselle
z € Dkun |z—(| < . Koska M(t) — 0 kun ¢ — 0, niin voidaan valita
sellainen t vélilta (0, 7), jolle M(t) < €/2. Kun ¢ on nyt kiinnitetty,
niin yhtélossd (5.4) viimeinen termi ldhestyy nollaa, kun |z| — 7.
Itseasiassa, tdmda tapahtuu kun 2 — (. Nyt voidaan valita 0 > 0 valilta
(0,7t?/m?) siten, ettd viimeinen termi yht&léssid (5.4) on pienempi
kuin €/2 jokaiselle z € D, joka toteuttaa ehdon |z — | < 4. Rajoitus
0 < § < rt?/n? takaa sen, ettd |u(z) — h({)| < e kaikilla gz, joille
|z—(] < 4. Siis, u(z) — h(¢) kun 2z — ¢, joten véite on todistettu. O

(5.4) u(z) — R(Q)| < M(2) +
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6. HARNACK-FUNKTIOT

Téassd luvussa esitelladn Harnackin epdyhtalo ja sen yleistys, Har-
nackin epayhtdlon toinen versio. Jalkimmaisen kdsitteen avulla maa-
ritelladn vield Harnack-funktiot ja lopuksi osoitetaan, ettd harmoniset
funktiot ovat Harnack-funktioita.

Lause 6.1 (Harnackin epédyhtdlot). Oletetaan, ettd funktio u on
harmoninen ja et-negatitvinen kiekossa D = A(zy,r). Tdlloin

r—lz— 2l T+ 1z — 2l

(6.1) u(2o) — p—

T—f-‘Z—Zo‘Su( )S’U,(Zo)

jokaiselle z € D.

Todistus. Kiinnitetddn z € D. Merkitddn Dy = A(zo, s), missd luku s
toteuttaa ehdon |z — 2| < s < 7, ja merkitdan h :lla funktion u rajoit-
tumaa ympyran kehddn 0D,. Dirichlet’'n ongelman yksittdisratkaisu
kiekolle Dy reuna-arvoin A, on selvistikin u :m rajoittuma D, :aan.
Toisaalta Schwatzin lauseen mukaan ratkaisu kiekossa DDy saadaan
h :n Poissonin integraalin avulla. Tdmén vuoksi funktio u(z) voidaan
ilmaista muodossa

s? — |z — 2o)? z +se’9)d9
(6.2) u(z) = : /’S s

e? — (z — 2)>

ey . NA—ey .
Koska s — |z — 2| < [se” — (2 —2))| < s+ |z — 2| mille tahansa
reaaliluvulle 8, niin

(s — |z — 20])* < [s€” — (2 — 20)” < (5 + |2 — 20)*|| : (s* — |z — 20[*)

|07

s—lz—2| _ se®® — (z — 20)|? <s+]z—zo\

S+ |z—20| = 82— |z — 2z s — |z — zg|
(6.3) s — |z — 2 s2 — |z — zo|? s+ |z — 2o
' S+ |z — 2 ~ [se® — (2 —20)]? T s— |z — 20|

Tarkastellaan yhtédlon (6.3) vasemmanpuoleista epdyhtdloa:

s — |z — 2 §2 — |z — 2|2
S+ |z — 20| ~ |se€il — (z — z)|?

Kun kerrotaan epiyhtilo ei-negatiivisella arvolla u(zo + se*) /2, saa-
daan

s— |z — 20| u(zo+ se) 2 —|z— 22  u(z + sef)

s+ |z — 20| 27 = |seif — (z — z0)]> 2r
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Integroidaan 0:sta 27 :hin

77‘(30 +5€¥)d6\ s — |z —z| _ §*— |z — 2l T u(zo + sedd)
27 s+ |z —2| — 27 ) |sei8 — (z — 2zp)|?

0
ja verrataan yhtdlédn (6.2), jolloin

2m .
1 )b\ s — |z — 2o (62)
/u(zo+se ) s — |z — zo| 2 u(2).
2m J 2 s+ |z — 2|

Vastaavasti tarkastelemalla oikeanpuoleista epdyhtdlod yhtaldssd (6.2)

saadaan o

u(z) < (217TO/U(ZO + seie)dﬂ) M
Lauseen 4.6 sivulla 14 perusteella, ndma yhtalot sieveneviat muotoon
s — |z — 2|
s+ |z — 2|

s+ |z — zo|

<u(z) < u(zo)s =zl

u(zo)

Koska epdyhtdlot ovat voimassa aina kun |z — zo| < s < 7, niin viite
(6.1) saadaan, kun s — . O

Miaritelmd 6.2 (Harnackin epdyhtélon toinen versio). Olkoon z €
C, r > 0jakiekko D kompleksiavaruudessa siten, ettd D = D(z,2r) =
{w € C: |w— 2| < 2r}. Edelleen, olkoon h ei-negatiivinen funktio,
h : D — C, jolle patee
(6.4)

M(r,h,z) =sup{h(w) : w € D(z,7)} < finf{h(w) : w € D(z,7)},

jollakin 6 > 1. Yht&load (6.4) sanotaan Harnack-tyyppiseksi epdyh-
talokss.

Lause 6.3 (Harnackin periaate). Olkoon u,, n = 1,2,... nouseva
jono alueessa Q2 harmonisia funktioita. Talldoin u,(z) — oo jokat-
selle pisteelle z € Q, tai (u,) suppenee tasaisesti alueen Q kom-
pakteissa osajoukoissa kohti alueessa 2 harmonista funktiota u.

Todistus. Merkitddn v, = u,, — u;.Tdlloin funktiot v, muodostavat
nousevan jonon ei-negatiivisia funktioita. Olkoon a € 2 sellainen pis-
te, ettd u(a) < oo. Jos kiekon D(a, R) C €2, niin epdyht&lon 6.1 sivulla
22 nojalla kiekossa D(a, R/2) on
R+R/2
R—-R/2
Siis, u(2) < oo kiekossa D(a, R/2), jolloin joukko F = {z € Q :
u(z) < oo} on avoin.

Un(2) < vy(a) 3v,(a) < 3(u(a) — ui(a)).
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Jos taas u(z) = oo kiekossa D(a, R/2), niin epdyhtdlén 6.1 sivulla
22 nojalla kiekossa D(a, R/2) on
R-R/2
=T n(a)
RR/2°
Talloin u(z) = oo kiekossa D(a, R/2), jolloin joukko F = {z € Q :
u(z) = oo} on avoin. Koska alue 2 on yhtendinen, niin joko joukko
E tai joukko F' on tyhja.

Edelleen, jos z € D(a, R/2), niin epdyhtdlostd 6.1 sivulla 22 saa-
daan

(rp(0) — 10(8)) < tnip(2) — n(2) < 3(tnip() — wa(a).

Talloin u,(z) — u(z) tasaisesti kiekossa D(a, R/2), ja siis jokaisessa
alueen {2 kompaktissa osajoukossa.

Osoitetaan seuraavaksi,ettd jos funktio u on darellinen, niin se on
harmoninen. Sovelletaan Schwarzin lausetta 5.6 sivulla 18 funktioon
u,, kiekossa D(a, R) :

Un(2) > vn(a)

2T
1 |Re®|? — |z — al?
A(2) = — [ un, Re" de
Un(2) 27r0/u (a + Re™) Re? — 21 af
27T
1 R? — |z —al?
- [, da,
2w/“(0 ¢ — 22

kun ¢ = a+Re*. Koska u,(z) — u(z) tasaisesti ympyrilld [(—a| =

niin
- !z - a\z
Up () ————d0.

Schwarzin lauseen 5.6 s1vu11a 18 perusteella funktio © on harmoninen
kiekossa D(a, R), jolloin se on harmoninen kiekossa 2. O

Méaaritelmi 6.4 (Harnack-funktio R™ :ssd). Jatkuvaa funktiota u :
C — R sanotaan Harnack-funktioks: vakiolla 0, jos epdyhtdld (6.4)
patee funktiolle A aina kun funktio A on ei-negatiivinen kiekossa D =
D(z,2r) ja h on muotoa h = +u + a, jollakin luvulla a € R.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd harmoniset funktiot ovat Harnack-
funktioita:

Lause 6.5. Harmoniset funktiot ovat Harnack-funktioita.

Todistus. Olkoon u jatkuva harmoninen funktio kompleksitasossa C
ja olkoon A ei-negatiivinen funktio kiekossa D = D(zy, 2r) siten, ettd
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funktio A on muotoa A = +u + a, jollakin luvulla a € R. Koska u
on harmoninen funktio, on myds h harmoninen funktio. Talléin A
toteuttaa yhtdlon (6.1) kiekossa D' = D(zg,T) :

h(2o)
6

(6.5) < h(2) < 6h(z0),

missd 8 = (r+ |z — z0|)/(r — |2 — 20|). Tarkastellaan nyt yht&lon (6.5)
vasempaa puolta: Koska yhtdld (6.5) patee jokaiselle pisteelle z € D',
niin se patee erityisesti myos supremumille. Taten

(6.6) sup{h(z) : z € D'} < 6h(zp).

Toisaalta, yhtalo (6.5) pdtee myds infimumille, jolloin tarkastelemalla
yhtdlon (6.5) saadaan

(6.7) h(;'o) < inf{h(z):z € D'}.

Yhdistdmalld yhtdlot (6.6) ja (6.7) saadaan:
sup{h(z) : z € D'} < Oh(zy) < *inf{h(z) : 2 € D'}.

Taten jatkuva harmoninen funktio u kompleksitasossa C on siis Har-
nack-funktio vakiolla 2. O

Lemma 6.6. Olkoon u Harnack-funktio vakiolla 8, u(z,) = 0, ja
R > 0. Tdlldéin on olemassa luku r, 0 < r < R, 21 € D(20,2R) ja
c; = ¢1(6) > 2 siten, ettd u(z;) =0 ja

(2) (27)
(1) *M(R,u,zp) < M(107,u,2,) < ciM(r,u,z).

Lemma 6.6 on todistettu suppeammassa muodossa artikkeleissa [3]
ja [13]. Kummassakin artikkelissa todistetaan lemma 6.6 osoittamal-
la ensin, ettd jos u(y) = 0, niin « :n maksimia y—keskisessd pallossa
voidaan arvioida seka yla- ettd alapuolelta suuremman ja pienemman
y—keskisen pallon mitalla u. Artikkelissa [13] mitta p on laskenta-
funktion tietu keskiarvo annetulle kvasisddnnoliselle funktiolle kun
taas artikkelissa [3] p on tietty positiivinen Rieszin mitta, johon liit-
tyy ut = max{u, 0}. Toisaalta kirjoittajat todistavat samankaltaisen
tuloksen, missd M (-, u,-) on korvattu mitalla u. Lemman 6.6 molem-
mat todistukset hyodyntavat epadlineaaristen osittaisdifferentiaaliyh-
taloiden teoriaa.

Lemman 6.6 todistus. Todistetaan ensin oikeanpuoleinen epayhtalo

(i)
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Olkoon 0(z) = 2R — |z — 2| pisteen z € D(zo, 2R) etdisyys joukosta
C\D(z9, 2R). Olkoon joukko E = {z : u(z) = 0}ND(z,, 2R), ja olkoon

F joukon U,cgD(z, 51(;0)) sulkeuma. Asetetaan

v = sup{M(107%6(2),u, 2) : z € E},

ja valitaan piste z; € E siten, ettd jos r = 51(5‘0), niin

(6.8) v <2M(r,u,z1).
Osoitetaan, etta vaite patee ylla maaritellyille z; :lle ja r :lle. Nyt
16(2) = 6(w)| = |1z = 20| = lw = 20|| = ||z = 20 = | = (w = 20)|

N-ey
<

(z = 20) + (—(@ — 20))| = |(z — 20) = (w — 20)|
:‘z—zo—w—kzo‘:‘z—w‘
kun z,w € D(zq,2R). Siis

(6.9) 6(z) — 6(w)| < |z —w

H

kun z,w € D(zp,2R). Kun w € D(zy,207) C D(zo,2R), niin yll&
olevan perusteella saadaan

6(21) = [6(22) — 8(w) + 6()| < [6(21) - 6(w)| + [6(w)|

6.9

= ‘5(z1) - 5(w)‘ +0(w) (g) ‘zl - w‘ + 6(w)

w€eD(z1,207)

< d(w)+6(w) = 20(w)

ja
20(w) = 2[8(w) — 8(z) + 8(z)| < 2fo(w) - 8(z1)| + 2[o(z1)|
= 3[6(w) — 6(z0)| +26(21) % 2w — 21| + 26(21)
P (2 + 20(21) = 48(w),
siis
(6.10) 5(z1) < 28(w) < 48(21).

Merkitddn joukon K sulkeumaa K :lla ja valitaan z, € D(z,10r)
siten, ettd

(6.11) M(107,u, 21) < 2u(z2).
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Tarkastellaan seuraavaksi kahta tapausta: Jos 25 € F| niin yhtdloista
(6.8), (6.11) ja u :n jatkuvuudesta seuraa, ettd
(6.11) ~:n maar. (6.8)

(6.12) M(107,u,21) < 2u(z) < 2y < 4M(r,u,z;).

Jos z; ¢ F, niin merkitddn kahta pistettd yhdistdvdd suoraa vali-
merkinn&lld. Koska F on suljettu, niin on olemassa piste & € (21, 22)N
F, missd [z;,£) N F = &. Viitetddn, ettd jokainen { € [z, &) sisdltdd
7 —sateisen kiekon, jonka keskipiste on ¢ ja jossa u > 0. Muutoin, u :n
jatkuvuuden ja yhtédlon (6.10) perusteella olisi u(w) = 0 jollakin w

kun

‘w B C‘ wEDg(C:%) % _ iizl) (6.10) M

00 100
Talloin olisi ¢ € F, mika olisi ristiriidassa pisteen ¢ valinnan kanssa.
Téten viite oli oikea. Koska vélin [2,, £] pituus on korkeintaan 97,, =
9e1) piin vali [25,€] voidaan peittdd korkeintaan 80 I —séteiselld
kiekolla, joiden keskipisteet ovat vélilld [2s,¢), niin voidaan kdyttda
Harnackin epdyhtélon toista versiota (6.4) rekursiivisesti ja yhtdléd

(6.11), jolloin

(6.11) (6.4) (6.12)
M(10r,u,21) < 2u(z) < 26°%u(é) < 46%°M(r,u,z).
EEF

Tassd viimeinen yhtdlo seuraa tiedosta £ € F' ja vastaavalla argumen-
tilla kuin yht&ls (6.12). Téten, jos ¢; = 46%°, niin joka tapauksessa
saadaan

M(]'OT) U, zl) S ClM(T) U, zl))

mikd on lemman 6.6 oikeanpuoleinen epdyhtalo. Ois)
Vasemmanpuoleisen epédyhtdlon (i) todistaminen menee vastaavalla
tavalla. Merkitddn

v = sup{M(107,u, 2) : z € E},
ja valitaan piste z4 € D(2¢, R) siten, ettd
(6.13) v < 2M(107,u, 2;).
Talloin vastaavalla tavalla kuin aikaisemmin saadaan
(6.14) ;M(R, U, 29) < u(24).
Tarkastellaan seuraavaksi kahta tapausta: Jos z; € F, niin

1
(6.15) §M(R,u,zo) <wu(zg) < <2M(107,u, 21),
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jolloin
1
ZM(R’ U, 20) < M(107r, u, 21).

Olkoon sitten 2z, ¢ F. Koska F' on suljettu, niin on olemassa piste
¢ € (21,24)NF, missé [24,&')NF = @. Vastaavalla tavalla kuin edelld,
jokainen (' € [24,¢') sisdltdd ] —sdteisen kiekon, jonka keskipiste on
(' ja jossa u > 0.

Koska vilin [z4,&'] pituus on korkeintaan 9r,, = 9‘51(0?), niin ja-
na [z4,{'] voidaan peittdd korkeintaan 80 g —séteiselld kiekolla, joiden
keskipisteet ovat valilld [24, £’), niin voidaan kdyttd4 Harnackin epayh-
tdlon toista versiota (6.4) rekursiivisesti ja yhtdlod (6.14), jolloin

1
S M(B,u,20) < u(za) < 6%u(¢) < 20 M(r,u, 21).
Téten, jos ¢; = 408, niin jokatapauksessa saadaan
(1) *M(R,u,z) < M(107,u, 2,),

mikd on lemman 6.6 vasemmanpuoleinen epdyhtdld. Taten vaite on
todistettu. O
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Osa 3. Picardin lause
7. PICARDIN LAUSE
Tarkastellaan seuraavaksi kahden kompleksifunktion kuvajoukkoja:

Esimerkki 7.1. (a) Funktion f(z) = e* kuvajoukko on f(C) =
C\{0} : Osoitetaan ensin, ettd f(C) C C\{0} : Olkoon z = z + 1y
kompleksitason piste. Tdlloin

e’ =e”(cosy +1siny) = (e"cosy +1e”siny) € C,

mutta ei ole olemassa pistetta € C siten, ettd e* = 0, koska e* > 0
kaikilla luvuilla z € R ja ei ole olemassa lukua y € R siten, ettd
cosy =siny = 0.

Osoitetaan seuraavaksi yhtdlon toinen suunta. Olkoon piste w €
C\{0}. On olemassa piste z € C siten, ettd e* = w :

z =logw = Injw| + i(Arg(w) + 27k) € C,
kun k£ € N.
Siis, f(C) = C\{0}.
(b) Funktion g : C — g : C, g(z) = |z2| kuvajoukko positiivinen
reaaliakseli: Olkoon 2z = z + 1y. Téalloin

9(2) = |z| = /2% + ¢2.

Selvastikin g(C) C R. Toisaalta, mikd tahansa reaaliluku a € R voi-
daan esittdd muodossa /z2 + 2. Siis, g(C) = R,.

Onko sattumaa, ettd esimerkin 7.1 toisen funktion kuvajoukkoon
ei kuulu yhtd kompleksitason pistettd ja toisen funktion kuvajoukko
on positiivinen reaaliakseli? Ei ole, vaan kyseessd on erds kompleksia-
nalyysin syvimmista tuloksista, kuten myohemmin huomataan. Mika
sitten erottaa nama esimerkin 7.1 funktiot toisistaan?

Lemma 7.2. Eksponenttifunktio e* on kokonainen ja g(z) = |z|
e1 ole kokonainen.

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd eksponenttifunktio on kokonainen:
Olkoon z = z + 1y, jolloin

f(z)e* = e®(cosy + isiny).
Merkitddn u(z) = e®*cosy ja v = e®siny, ja laskataan ndiden funk-
tioiden osittaisderivaatat:

Uy = €7 COSY = Uy ja
Uy = —€e°siny = —v,.
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Osittaisderivaatat ovat jatkuvia ja ne toteuttavat Cauchy-Riemannin
yht&lét (1.5), jolloin lauseen 1.9 sivulla 6 mukaan eksponenttifunktio
on kokonainen.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd funktio g(z) = |z| ei ole kokonainen:
Merkitddn z = z + 1y, jolloin g(z) = g(z + iy) = 22 + y2. Nyt
funktio g voidaan esittdd kahden funktion summana f = u+1v, missa
u = /22 + 9% ja v = 0. Lasketaan seuraavaksi niiden funktioiden
osittaisderivaatat:

Uy = ——= U, = ——2—ja
z /22 42 y /22 142

Ug = Uy =0

Osittaisderivaatat eivét toteuta Cachy-Riemannin yht&l6itd (1.5), jol-
loin funktio g ei ole edes analyyttinen, saati kokonainen. O

Nayttaisi siis siltd, ettd kokonaisen funktion kuvajoukossa on pa-
himmassa tapauksessa yhden pisteen reikd. Kyseessd on syvallinen
tulos, joka tunnetaan nimelld Picardin lause:

Lause 7.3. Kokonaisen, ei-vakion, kompleksitasossa analyyttisen
funktion f kuvajoukon komplementti, C\f(C), sisdltdd korkein-
taan yhden pisteen.

Todistus. Todistetaan vdite antiteesin avulla. Oletetaan, ettd funk-
tio F' on kokonainen, ei-vakio, analyyttinen funktio siten, ettd sen
kuvajoukon komplementti sisaltad kaksi kompleksitason erillista pis-
tettd. Toisin sanoen C\ f(C) = {a1,as : a; # a2, a;,a2 € C}. Télldin
funktio f := f;:—“all on ei-vakio, kokonainen funktio kompleksitasos-
sa siten, ettd f # 0,1 aina. Maaritellddn funktiot u;, u, asettamalla
u; = log |f| — 2 ja ux = log|f — 1| — 2. Télloin funktiot u; ja u, ovat
harmonisia koko tasossa (esimerkki 4.8 sivulla 15). Lauseen 6.5 pe-
rusteella funktiot u; ja u, ovat Harnack-funktioita jollakin vakiolla
0. Koska ei-vakiot harmoniset funktiot eivat ole rajoitettuja yla- eika
alapuolelta (lause 4.7 sivulla 14), voidaan valita piste 2z, € C siten,
ettd ui(z9) = 0 ja soveltamalla lemmaa 6.6 kun R = 27, 7 =,2...,
jolloin saadaan jonot {z;}, {r;} missd

() lim M(rj, u1, ;) = o,
(7.1) (B) M(107;,u1, 2;) < et M(rj, u1, 25),
(7) wlz;) = 0.
Madéritellddn funktiot vy, vs, 7 =1,2,..., kiekossa D(0, 1) asettamal-

la vi;(2) = i) kun i = 1,2 ja z € D(0,1). Yhtlistd (7.1)
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ndhdaan, ettd funktiot v;; ovat nousevia harmonisia funktiojonoja,
jolloin lauseen 6.3 sivulla 23 perusteella jonon {v; ;} osajono suppe-
nee tasaisesti kiekon D(0, 1) kompakteissa osajoukoissa kohti kiekossa
D(0,1) harmonisia funktioita v; ja ws, kun ¢ = 1,2. Edelleen yhta-
16istd (7.1) voidaan pddtelld, ettd

(%) v;,(0) =0kun 2=1,2,
(7.2) (x*) v3 = v, joukossa U7, {z: v;(2) > 0} # &,

(xxx) {z:v1(2) <0}n{z:v2(z) < 0} = @.
Koska funktiot v; ja v, ovat harmonisia funktioita, niin yhtalosta
(7.2)(**) seuraa , ettd vy = v, (lause 4.4 sivulla 13). Télldin yhtélosta
(7.2)(***) seuraa, ettd v; > 0. Nyt Harnackin epdyhtdlén toisen ver-
sion (6.4) ja yhtélon (7.2)(*) avulla voidaan péételld, ettd v; = 0, mi-
k3 on ristiriidassa yhtédlon (7.2)(**) kanssa. Tdten antiteesi on véaré,
joten vaite on todistettu. O

Todistuksesta on syytd huomata, ettd lemmaa 6.6 kdytettiin vain
takaamaan, ettd v, # 0. Itseasiassa, yhtdlostd (7.1)(8) ja tasaisesta
konvergenssista ndhdaan, etta

M<1 1,0> _ M(1/10,w,0)  M(1/10,u3,0) _ 1

10" M(L,u1,0) = aM(1/10,u,0) ¢

Huomautus 7.4. Lausetta 4.4 sovellettiin itse asiassa funktioon f =
U1 — g, jolloin f = 0.

Tamai lause on saanut nimensi ranskalaisen Emile Picardin (1856-
1941) mukaan, joka todisti tuloksen jo vuonna 1879. Picard oli myds
Ranskan tiedeakatemian jdsen, johon hé&net valittiin vuonna 1889
edeltdjansa Charles de Freycinetin paikalle.

Téssd esitetty on John L. Lewisin [10] vuodelta 1994. Borelin to-
distus vuodelta 1887 16ytyy kirjasta [8] ja kirjasta [14] 16ytyy vield
yksi todistus. Picardin lause tunnetaan myos nimelld Picardin pieni
lause, koska on olemassa my0s ns. Picardin suuri lause: Jos analyyt-
tiselld funktiolla f(z) on oleellinen singulariteetti pisteessd w, niin
kaikissa pisteen w sisaltdvissd avoimissa joukoissa on voimassa, ettad
funktion f kuvajoukko sisaltdd jokaisen kompleksiluvun yhta lukuun
ottamatta. Tdmén lauseen todistus 16ytyy kirjasta [11].
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