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1. JOHDANTO

Tasséd tutkielmassa esitelladn saksalaisen matemaatikon Hans Adolph Rade-
macherin (1892-1969) nimeé kantava lause. Lauseen mukaan Lipschitz-kuvaukset
R™ — R" ovat Lebesguen mitan mielessd melkein kaikkialla differentioituvia.
Lause on Lipschitz-analyysin perustuloksia.

Ennen péadtulosta esitellaan Hausdorff-mitat ja joitakin niiden perusominaisuuk-
sia. Hausdorff-mitat eroavat Lebesgue-mitoista siiné, ettd niiden dimensio ei ole
sidottu avaruuden dimensioon, eikéd se vilttamatta ole kokonaisluku. Liséksi ne
voidaan méaaritellda muuallakin kuin euklidisissa avaruuksissa. Esimerkkiné laske-
taan Cantorin %-joukon dimensiota vastaava Hausdorff-mitta.

Lopuksi esitelldan joitakin Lipschitz-kuvausten ja Hausdorff-mittojen ominaisuuk-
sia sekd Rademacherin lausetta hieman yleistédva Stepanovin lause.



2. ESITIETOJA

Tassa luvussa esitellddn luettelonomaisesti joitakin jatkossa tarvittavia méari-
telmié ja lauseita.

Maaritelma 2.1. Olkoon X metrinen avaruus. Kuvaus p : P(X) — [0, c0] on
ulkomitta (joskus lyhyemmin vain mitta), jos se toteuttaa seuraavat ehdot:

(1) p@) =0
(2) p on monotoninen: A C B = M(A) < u(B) kaikilla A, B C X

(3) p on subadditiivinen: M(U A;) < Z wu(A;) kaikilla A; € X,i=1,2,....
i=1

Maaritelma 2.2. Olkoon p ulkomitta. Joukko A C X on p-mitallinen, jos kaikil-
la £ C X pitee
p(E) = p(EUA) + p(E\ A).
Seuraavia mitallisten joukkojen perusominaisuuksia tullaan jatkossa kaytta-

méédn usein erikseen mainitsematta. Todistuksia ei esitetd tassd (ks. |2, s.128-
131)).

Lause 2.3. Olkoon p : X — [0, 0o ulkomitta ja olkoon M kaikkien p-mitallisten
joukkojen A C X perhe.

(1) Mitan p : X — [0,00] suhteen mitallisten joukkojen kokoelma M on
o-algebra, ts.
(a) e M ja X e M
(b) jos A e M, niin X \ A e M

(c) jos Ay, Ag, Ag, ... € M, niin | A; € M

i=1
(2) Jos u(A) =0, niin A € M
(3) Jos Ay, Ay, As, ... € M ovat erillisid, niin

M(U A) = Z 1(A;)

(4) Jos Ay, Ay, As,... € M ja Ay C Ay C A3 C ..., niin

UA = lim pu(A;).

i—00
=1

(5) Jos A1, Ay, As, ... € M, A1 D Ay D A3 D ... ja u(Ay) < 0o, niin

ﬂ A;) = lim p(4;).
i=1 e
Maaritelma 2.4. Ulkomitta p: P(X) — [0, 00] on Borel-mitta, jos kaikki X'
Borel-joukot ovat p-mitallisia.
Borel-mitta p : P(X) — [0, 00] on Borel-sddnndllinen, jos jokaiselle joukolle
A C X on olemassa Borel-joukko B siten, ettd A C B ja u(A) = u(B).
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Edelleen, Borel-mitta @ on Radon-mitta, jos
(1) u(K) < oo kaikilla kompakteilla joukoilla K C X
(2) pu(A) = sup{u(K) : K on kompakti ja K C A} avoimilla A C X
(3) w(A) =inf{u(U) : U on avoin ja A C U} kaikilla A C X
Metrisen avaruuden X ulkomitta u : P(X) — [0, 00] on metrinen ulkomitta,
jos kaikilla A, B C X, joille d(A, B) > 0, pétee

u(AU B) = u(A) + u(B).

Todistetaan esimerkkind seuraava tulos. Myos kiddnteinen tulos patee: metrisen
avaruuden Borel-mitat ovat metrisid mittoja.

Lause 2.5. Olkoon X metrinen avaruus ja olkoon i metrinen ulkomitta avaruu-
dessa X . Tdlloin pu on Borel-mitta.

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd ehdoista
e A\C Ay CA3C ...,
(o]

OA:UAlJa

i=1
o d(A;, A\ Aip1) > 0 kaikilla i
seuraa lim p(A;) = p(A). Voidaan olettaa, ettd lim u(A;) < oo; olkoon M > 0

sellainen, ettd p(A4;) < M kaikilla . Merkitddn B, = A; \ Ai—1, i = 2,3,4,...,
jolloin d(B;, B;) > 0 aina kun |i — j| > 2.
Koska p on metrinen ulkomitta, saadaan kaikilla m = 1,2,3,...

ZM(Bm) = M(U Byi) < p(Azm) < M,

ja vastaavasti
m

ZN(BmH) < M.
i=1
Tasta seuraa, etta

lim Z,u(Bi) = 0.
Koska subadditiivisuuden nojalla

w(A) < p(A,U U By

i=m

< (A +u(U By

=m

< w(Am) + >0 w(Bi),

oo
i=m
saadaan

lim ju(A;) > u(A).

1—00
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Epayhtalo
lim p(A;) < p(A).
seuraa suoraan monotonisuudesta.

Todistetaan nyt edellisen havainnon avulla, ettd suljetut joukot F' C X ovat
p- mitallisia. Mitan p Borel-ominaisuus seuraa tasta.
Olkoon E C X ja olkoon F' C X suljettu. Asetetaan kaikilla i =1,2,3,...

Ai={x€e E\F : d(z,F)>1/i}.
Koska p on metrinen ja d(A;, ENF) > 1/i, péatee kaikilla i
W(A) + u(ENF) = u(A U (E N F)) < u(B)
Koska F' on suljettu, on U A;=FE\F.
Nyt A} C Ay C A3 C . 1Ja d(A;, (E\ F)\ Ai+1) > 0 kaikilla 4, joten
p(EN\ F) = lim p(A;).

Siten
wE) < WE\NF)+u(ENF)
= lim pu(A;) + w(ENF)
< u(E),
ja lause on todistettu. 0

Seuraavien mittateorian perustulosten todistukset sivuutetaan. Fatoun lem-
man ja Lebesguen dominoidun konvergenssin todistus on esitetty yleisemmaéssé
muodossa ldhteessa [2, Thm 12.23, Thm 12.24]. Fubinin lause 16ytyy todistuksi-
neen teoksesta [1, Thm 1.14] my6skin hieman yleisemmésséd muodossa.

Lause 2.6. (Fatoun lemma) Olkoon A C R™ mitallinen joukko ja olkoot fi, :
A — [0, 00] L™-mitallisia funktioita. Tdalloin

/hm inf fr, dL™ < hm mf/fk ac".

A

Lause 2.7. (Lebesguen dominoidun konvergenssin lause) Olkoon A C R™ mitalli-
nen joukko ja olkoot fi, fa, f3,...: A — [—00, 00] L"-mitallisia funktioita siten,
ettd klim fr(z) on olemassa melkein kaikilla x € A. Jos on olemassa integroituva

funktio g : A — [0, 00] siten, ettd kaikilla k =1,2,3, ... pdtee
| fe(@)| < g(x)

melkein kaikilla x € A, niin

/klim fr(x)dl" = klirn /fk(m)dﬁn
A A
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Lause 2.8. (Fubini) Olkoon f : R™ — [0, co] L™-mitallinen funktio. Jos luvuille
p,q € N pitee p+ q = n, niin

/fxydﬁ”xy //f:vydﬁp ) dLY(y //fxydﬁq ) dLP(z)

Ra Rp Rpr Re

Vitalin peitelauseeseen tullaan viittaamaan suoraan muutaman kerran. Epé-
suorasti sitd tarvitaan ainakin Rademacherin lauseen todistuksessa rajoitetusti
heilahtelevien funktioiden differentioituvuuden kohdalla (ks. [2, Thm 17.11, Thm
17.17)).

Lause 2.9. (Vitalin peitelause)
Olkoon p Radon-mitta R™:ssd ja olkoon A C R™. Olkoon B kokoelma suljettuja
palloja siten, ettd kaikille x € A, € > 0 on olemassa pallo B(xz,r) € B, joller < ¢.
Tdlloin on olemassa erilliset pallot By, By, Bs, ... € B siten, ettd

pa\ U B =



3. HAUSDORFF-MITAT JA DIMENSIOT

Seuraavaksi esiteltava Carathéodoryn konstruktio on eras keino rakentaa ulko-
mitta ns.peiteluokan (alla merkitddn F :114) ja esimitan (merkitddn 7:1la) avul-
la. Ennen Carathéodoryn konstruktion esittelyd mééaritellidn muutama jatkossa
esiintyvéa kasite.

Maaritelma 3.1. Metrisen avaruuden X joukon A C X halkaisijaa merkitdén
diam(A):1lla ja se maaritelldén asettamalla

diam(A) = sup{d(z,y) : z,y € A},

missd d on avaruuden X metriikka.
Merkinté d(z, A) tai d(A,x), missi A on metrisen avaruuden X osajoukko ja
x € X, tarkoittaa pisteen x etdisyyttd joukosta A ja se madritellddn asettamalla

d(z,A) = d(A,z) = inf{d(z,a) : a € A}.
Joukkojen A ja B etdisyys d(A, B) mééritelladn asettamalla
d(A, B) = inf {d(a,b) :a € A ja b € B}

Joukkoperhe £ C P(X) on joukon A peite, jos A C |JE. Peite £ on avoin
(suljettu), jos kaikki sithen kuuluvat joukot E € & ovat avoimia (suljettuja).
Joukon A-peite £ on sen J-peite, jos kaikille £ € £ pétee diam(FE) < 4.

3.1. Carathéodoryn konstruktio. Olkoon X metrinen avaruus, F kokoelma
X:n osajoukkoja ja 7 : F — [0, oo] funktio siten, ettd
(1) jokaiselle 6 > 0 on olemassa X:n numeroituva d-peite {Ey, Fa, E3,...} C

F.
(2) jokaiselle 6 > 0 on joukko E € F, jolle 7(E) < ¢ ja diam(E) < 6.

Madéritellaan kaikilla § €]0, oo] kuvaukset 15 : P(X) — [0, o] asettamalla

Ys(A) = inf {ZT(EZ») tAc|JE, dE) <6, E € ]—“} .
i=1 i=1
Ehto (2) takaa, ettd 1s(0)) = 0. Kuvausten t)s monotonisuus seuraa suoraan
madritelmésta. Subadditiivisuus voidaan osoittaa valitsemalla kullakin € > 0
mitattaville joukoille A; peitteet {Ey, : k =1,2,3,...}, joille

Z T(Eri) < ¢s(A;) +27%.
k=1
Yhdistamalld nadmé peitteet saadaan yhdisteen | J A; peite
i=1
{Eri:k=1,2,3,...,1=1,23,...}.
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Lisaksi

w(U4) < 35 (B

i=1k=1
00

< ;%(Ai) +27%

~ et i%(/xi).

Kuvaukset 15 ovat siis ulkomittoja. Liséksi 15 < 1. aina, kun € < 4, joten
voidaan madritelld kuvaus ¢ : P(X) — [0, oo asettamalla

P(A) = (1;111(1) Ys5(A) = sups(A).
- 550

Kuvaus 1 on ulkomitta: ¢(f)) = 0 ja monotonisuus periytyy mitoilta 5. Sub-
additiivisuus toteutuu myos, silla joukoille Ay, Ay, As, ... C X pétee

(U 4) = lmus(U 4)
< lim 32 ()
< Jim 3o w4y
= LA

Nain saatua ulkomittaa 1) sanotaan esimitasta 7 Carathéodoryn konstruktiolla
saaduksi ulkomitaksi. Tallainen mitta 1) on varsin hyvin kayttaytyva:

Lause 3.2. (1) ¢ on Borel-mitta.
(2) Jos kaikki joukot E € F ovat Borel-joukkoja, niin v on Borel-sddnndllinen.

Todistus. (1) Osoitetaan, etté ¢ on ns. metrinen ulkomitta; Borel-ominaisuus
seuraa téasté [1, Thm 1.7]. Olkoon A, B C X joukkoja, joille d(A, B) > 0.
Metrisyys saadaan kun osoitetaan, etté

V(AU B) = ¢(A) + ¢(B).

Olkoon 0 €]0,d(A, B)/2[ja Ey, Es, ... € F joukon AUB d-peite. Tall6in
jokaiselle joukolle E; patee F; N A = () tai E; N B = (). Peite voidaan siis
jakaa niihin alkiohin, jotka leikkaavat joukkoa A, niihin jotka leikkaavat
joukkoa B ja niihin, jotka eivit leikkaa kumpaakaan. Siten

[&.°]

>Yr(E) = X T(E)+ X T(E)+ X T(E)
i=1 ANE; #£0 BNE;#0 E;N(AUB)=0
> > T(E)+ Y T(E)
ANE; #0 BNE;#0

> s(A) +s(B).

Koska d-peite { E;} oli mielivaltainen, on

Vs(AU B) > 1ps(A) +s(B).
8



Kuvausten 15 subadditiivisuus antaa vastakkaisen epayhtalon, joten

Vs(AU B) = 1s(A) +s(B).

Vaite seuraa tasta antamalla § — 0.

(2) Olkoon A C X. Pitda siis 10ytdd Borel-joukko B C X siten, ettd A C B
ja Y(A) = Y(B). Jos P(A) = oo, voidaan valita B = X. Voidaan siis
olettaa, ettd 1(A) < oco. Téll6in myds ¥s(A) < oo kaikilla § > 0. Valitaan
jokaiselle k = 1,2, ... Borel-joukot Ay 1, Ak, ... siten, ettd

o diam(4;) < 1,

e AC Ak,i ja
i=1
o > 7T(Ag;) < 7,%(14) + %
i=1
Asettamalla
B =4k
k=1i=1

saadaan Borel-joukko B D A, jolle monotonisuuden nojalla pétee

1 (A) < Pa(B).

Toisaalta jokaisella k pétee B C |J Ay, joten
i=1

(A) + %

1 (B) < Zr(Ak,n <

1
E E
1

(2

Antamalla k — oo saadaan ¢(A) = ¢(B), joten 1 on Borel-sédénnollinen.
O

3.2. Hausdorff-mitat. Olkoon X separoituva metrinen avaruus®. Kun valitaan
Carathéodoryn konstruktiossa edellisten merkintojen mukaan

F=P(X)
ja
7(F) = diam(E)*

kun s > 0, saadaan sopimalla erikoistapaukset 0° = 1 ja d(0)* = 0 ulkomitta
1, jota sanotaan s-ulotteiseksi Hausdorff-mitaksi. Sitd merkitdan symbolilla H?.
Konstruktiossa saatua mittaa 15 merkitdan vastaavasti H3. Toisin sanoen

M = lim H3(A),

Woitaisiin médritelld ei-separoituvissakin.
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misséa

H3(A) = inf {Z(diam(Ei))S cE; C X, diam(E;) <djaAC U EZ} :
=1 1=1

Seuraavassa lauseessa todetaan, ettd Hausdorff-mitan konstruktiossa voidaan
hyvin rajoittaa peiteluokkaa F muuttamatta itse mittaa. Avaruuden R" joukko on
konveksi, jos se sisaltda kaikki pistepariensa véliset janat. Joukon A C R™ konveksi
verho on konveksi joukko V' C R", jolle patee V' C K kaikilla konvekseilla K C
R", joille A C K.

Lause 3.3. Valinnoilla
(1) F={F C X : F on suljettu},
(2) X =R" ja F ={F C X : F on konvekst} tai
(3) F={F C X : F on avoin}

Carathéodoryn konstruktio antaa saman mitan v = H?.

Todistus. Kohta (1):

Olkoon A C X ja s > 0. Olkoon 5 kuten Hj mutta mééritelty siten, ettd
peitejoukkoina kaytetdan vain suljettuja joukkoja. Merkitdan ¢ = (lsirr(l) Ys. Pitaa
osoittaa, ettd ¢ (A) = H(A).

Olkoon € > 0 ja olkoon {Ey, Fs, E3, ...} joukon A J-peite, jolle patee

> diam(E;)* < H3(A) +e.
=1

Sulkemalla joukot E; saadaan A:lle suljettu d-peite E4, Es, E3, .. .. Joukkojen
sulkeminen ei muuta halkaisijaa, joten infimumin mééaritelmén nojalla pétee

Ys(A) < HF(A) +e.
Koska € on mielivaltainen, saadaan epayhtélo
P(A) < H(A).

Epéyhtilo ¢(A) > H*(A) puolestaan seuraa suoraan infimumin mééritelmasta.
Kohta (2) saadaan samaan tapaan tarkastelemalla peitejoukkojen sulkeumien
sijaan niiden konvekseja verhoja.
Kohta (3): Olkoon A C X ja s > 0. Olkoot s ja 1 kuten edelld, mutta
avoimien peitejoukkojen kautta madriteltyna. Osoitetaan, ettd ¥ (A) = H*(A).
Jokaiselle A:n d-peitteelle Ey, Fs, Es, ... saadaan madriteltyd kaikilla ¢ > 1
avoin té-peite Uy, Us, Us, . .. ,pullistamalla” joukkoja FE; sopivasti:

U = {o: d(z, E)) < %(t ~ 1)diam(E})}.
10



Kun joukot U; ovat ndin maaritelty, saadaan
f: diam(U;)* = ¢t* i diam(F;)*.
i=1 i=1
Olkoon € > 0 ja olkoon {E}, Es, Ej3, ...} sellainen joukon A d-peite, jolle pétee
i diam(F;)®* < H3(A) +e.
i=1

Nyt edellisen nojalla kaikilla ¢ > 1 saadaan
Pis(A) < (H5(A) +¢e).
Koska € > 0 on mielivaltainen, saadaan tasta viemalla o — 0
(A) <tTH(A),
edelleen siis kaikilla ¢ > 1, joten
(A) <H(A).
Epéyhtalo ¢(A) > H*(A) saadaan suoraan méaaritelmésta.

Lause 3.4. (1) H® on Borel-sddnndllinen mitta.
(2) H*(A) =0« Hi(A) =0 kaikilla 6 > 0 < H;(A) = 0 jollakin § > 0.
(3) H5(A + z) = H*(A) ja H(tA) = t*H*(A) kun A C R*, A+ 2 =
{a+x:a€ A} jatA:={ta:ac A}.

Todistus. Kohta (1) seuraa suoraan lauseista 3.3 ja 3.2.
Kohta (2): Todistetaan ensin, etti
H*(A) = 0= H;(A) = 0 kaikilla § > 0.

Olkoon A joukko, jolle H*(A) = 0. T&lléin kaikilla € > 0 on H3(A) < € kun d on
riittavén pieni. Infimumin mééritelmén nojalla Hj(A) on d:n suhteen véhenevi,
joten edellinen pétee kaikille 0. Koska ¢ on mielivaltainen, on oltava Hj(A) = 0
kaikilla 6.

Osoitetaan sitten, etté

H3(A) = 0 jollakin § > 0 = H*(A) = 0.

Olkoon € > 0. Olkoon § > 0 sellainen, ettd H3(A) = 0. Tall6in on olemassa
joukon A é-peite {Ey, Es, Es, ...}, jolle pétee

Z diam(F;)* < e.
i=1

Tisté seuraa, ettd diam(E;) < €'/° kaikilla 4 = 1,2,3, ... ja siten He(A) <e

Koska £!/* — 0 kun ¢ — 0, piitee H*(A) = 0.
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Kohta (3): Tapaus H*(A + z) = H*(A) on selvd: tdmé ndhddin siirtdmalld
peitejoukkoja samalla vektorilla . Joukon halkaisija ei muutu siirrettiessa.

Yhtalo H*(tA) = t*H*(A) vaatii pienen perustelun. Olkoon € > 0 ja olkoon
{E1, Es, E3, ...} joukon A  epsilon-optimaalinen” §-peite:

> diam(E;)* < Hj(A) +e.
=1

Talloin {tF; : 1 =1,2,3,...} on tA:n té-peite. Niinpa
n(td) < Y (dlam(tE;))’

i=1
00

= 1" ) (diam(E;))"
< BH(A) + toe.
Koska ¢ voidaan valita miten pieneksi hyvénsé, pétee kaikilla ¢
S(tA) < FH(A),

ja tasta saadaan epayhtalo

H(tA) < t"H*(A).

Kadnteinen epayhtalo saadaan edellistd epayhtéalod soveltamalla:
tHE(A) = t5HE (1 (tA)) < tSEHE(EA) = HE(tA).
O

Esimerkk: 3.5. Cantorin %—joukko c 1 saadaan kun vélistd [0, 1] poistetaan keskim-

méinen avoin kolmannes ja toistetaan tata menettelya jaljellejadville véleille rekur-
siivisesti. Tasmallisemmin sanoen C' 1 on leikkaus kaikista ndin syntyvista véli-

vaiheista [;,7 = 0,1,2,..., joista kukin koostuu 3~“n mittaisista véleista I; ;,
j=1,2,...,2". Ensimmiiset vilivaiheet ovat
L ]0 = [07 1]7
o [y =1L,Ul,=0, %] U [é’ 1],
o h=01UlyUlzUly =0, %] U [%7 %] U [87 %] U [%7 1.
0 1
I, | l
I, | Le T
L. i L,; | P

Kuva 1. Cantorin %—joukon ensimmaiset konstruktiovaiheet
12



Osoitetaan, etté HS(C%) =1 kun s = bﬂ Epéyhtalo HS(CI) < 1 saadaan
helposti valitsemalla aina J-peitteeksi sellalsen konstruktlovalheen I; osavalit I; ;,
j=1,2,...,2" jotka toteuttavat ehdon diam(I; ;) < ¢ kaikilla j. Tallainen vaihe
i loytyy kaikilla 6 > 0, silli vilivaiheen I; osavillien pituudet ovat 37¢ Tille

peitteelle saadaan nyt

21'
> diam(l;;)" =2'(37) = 1.
7j=1

Yhtalon toinen suunta on hieman mutkikkaampi. Lauseen 3.3 ja 01 :n kom-
paktiuden nojalla riittaé tarkastella darellisia suljetuista vileista koostuwa peit-
teita. Lisdksi voidaan olettaa, etté peitevilien paissa ei ole ylimaéraista; ts. vélien
péatepisteet osuvat padllekkéin joidenkin Cantorin joukon konstruktiovéilien péi-
den kanssa siten, etta jokaisen peitevélin [a, b] alkupiste a osuu jonkin konstruk-
tiovalin alkupisteeseen ja loppupiste b jonkin konstruktiovilin loppupisteeseen.

Olkoot V1, V5, Vs, ..., V} tillainen suljetuista véleista koostuva C’% :n peite. Pitaa
osoittaa, etta

k
(3.1) > diam(V;)*
=1

Jokainen peitevili V; alkaa siis jonkin konstuktiovélin alkupisteesti. Olkoon a;
pienin konstruktiovaihe [, josta 16ytyy téllainen véli siten, ettd tamé vali siséltyy
kokonaan peiteviliin V;. Olkoon b; vastaavasti pienin konstruktiovaihe, josta 16y-
tyy sellainen vili, jolla on yhteinen paitepiste V;:n kanssa ja joka sisdltyy valiin
V;. Valitaan sitten suurin néista kaikista asettamalla

l; = max{a;, b;},
ja
l=max{l;:i=1,2,... ,k}.

Kun [ on niin valittu, jokainen peitevéli V; alkaa jostakin vaiheen [ konstruk-
tiovalin alkupisteestd ja myoOs padttyy johonkin vaiheen [ konstruktiovalin lop-
pupisteeseen.

Ajatuksena on nyt hajoittaa kukin peitevili V; vaiheittain pienempiin osiin
siten, etté lopulta jéljelle jadvaan peitteeseen kuuluu enéé tdsmélleen C'1 1n kon-
struktiovaiheen [ vélit. Tamé taytyy tietysti tehda niin, ettd yhtélon 3. 1 vasem-
man puolen summa ei kasva.

Ensimmaisessa vaiheessa kukin peitevili V;, joka siséltéa keskimmaisen kolman-
neksen (3,32) jaetaan osiin Uy ja Us siten, ettd Uy = V; N[0, 3] ja Uy = V;N[2,1].
Seuraavassa vaiheessa poistetaan peitevileistd vastaavasti C’1 n komplementln
vilit (3, 2) ja (£,%). Néin jatketaan, kunnes kaikki komplementtlvaht Cantorin

joukon konstruktiovaiheista 1,2, ..., on poistettu. Joka vaiheessa vélikokoelman
13



peiteominaisuus séilyy ja lopulta jaljelle jaavat valit V/, V7, ..., V! peittavit kukin
tasmalleen yhden konstruktiovalin I; ;, joten

n 2!
Z:diam(vi’)S > Zdiam(lu)s =1
i=1 =1

KuvaA 2. Peitevilin jako

Riittaa siis osoittaa, etta
k n
(3.2) Z diam(V;)* > Z diam(V})?,
i=1 i=1

missé vélit V/ ovat muodostettu alkuperiisistd peitevileistd V; edelldimainitulla
tavalla. Tarkastellaan yksittéista peitevilid V' ja sen jakamista. Olkoon K suurin
véliin V' sisaltyvd avoin komplementtivili — edelld esitetyssd hajoittamistavas-
sahan poistetaan véleistd aina suurin niihin kuuluva komplementtivili. Nyt V'
jakautuu perékkaisiin véleihin I, K ja J, joista vain suljetut vilit I ja J leikkaa-
vat joukkoa C' 1 Pitaa siis osoittaa, etté

diam(V)* > diam(/)* + diam(.J)®.
Cantorin joukon konstruktiota tarkastelemalla (ks. kuva 2) huomataan, etta
koska peitevali V' alkaa Cantorin joukon pisteestéd ja myos loppuu sellaiseen, eiké
V sisélla K:ta suurempia komplementtivélejé, on oltava

diam([), diam(.J) < diam(K).

Koska s < 1, kuvaus x — 2* on konkaavi 2. Kun vield huomataan, etti 3° = 2,
saadaan arvio
diam(V)* (diam(7) 4 diam(K) + diam(J))*
2(1(diam(7) + diam(J)))®
o(Ydiam(I)* + Ldiam(J))")

diam(7)® + diam(J)?*,

IV IV IV

ja siten yhtalo 3.2 patee.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd R™:ssd H"™ on Radon-mitta. Todistusta varten
tarvitaan seuraava Borel-sdannéllisten mittojen arviointilause, jonka todistus ohite-
taan téssd (ks. [1, Thm 1.10]).

ZKuvaus f : R — R on konkaavi, jos f(a);f(b) < ‘f(a;b) kaikilla a,b € R
14



Lause 3.6. Olkoon X metrinen avaruus, p Borel-sidnnollinen mitta, A C X
p-mitallinen joukko ja € > 0. Talloin

(1) Jos p(A) < 0o, on olemassa suljettu joukko F' C A siten, ettd u(A\ F) <
€.
(2) Jos on olemassa avoimet joukot Vi, Vo, Vi, ... siten, etti A C UV ja
i=1
(Vi) < oo kaikille i, niin silloin on olemassa avoin joukko V' siten, ettd
ACV japu(V\A) <e.

Edellisen lauseen epéayhtdlé pu(A \ F) < e voidaan myos kirjoittaa muodossa
w(F) > p(A) — e, silla joukot A ja F ovat p-mitallisia ja pu(F) < oo.

Lause 3.7. H" on Radon-mitta R™:ssd.

Todistus. Naytetdan ensin rajoitettujen joukkojen adérellismittaisuus. d-halkaisijaisen
tasasivuisen n-vélin sivun pituus on \/iﬁ ja siten n-vélin [0, 1] peittdmiseen riittéaa

n
[‘/Tﬁ—‘ kappaletta J-halkaisijaisia n-vilejd 3. Koska

(L 4 g

3
lauseen 3.4 ja monotonisuuden nojalla rajoitettujen joukkojen mitat ovat déarel-
lisia.

Naytetadn sitten, ettd H™ tdyttdd Radon-mitan arviointiehdot. Olkoon A C R"
avoin joukko ja olkoon & > 0. Jos H"(A) < oo, lause 3.6 antaa suljetun F' C A,
jolle H™(F) > H"(A) — . Asettamalla kaikille ¢ = 1,2,3,... K; = B(0,i) N F
saadaan kompaktit joukot K;. Koska joukot K7, K5, K3, ... ovat H"-mitallisia,

= (Vn+6)" — n3 < oo,

tim 47 (i6) = 1(( ) = (),

ja siten jollakin K; péatee H"(K;) > H"(A) —e. Yhtalo
H"(A) = sup {H"(K) : K on kompakti ja K C A}

pétee siis kaikille A, joille H"(A) < oc.
Jos taas H"(A) = oo, voidaan joukko A esittééd yhdisteend dérellismittaisista
joukoista Ay, k=1,2,3,...,

Ay = AU B(0, k).
Joukot A; C Ay C ... ovat Borel-joukkoina H"-mitallisia ja siten

lim H"(Ay) = H"(| ] Ar) = H"(A) = <.

k—o00

3Merkinnilli [z], = € R tarkoitetaan lihinté z:44 suurempaa kokonaislukua:
[2] =min{k:k €Z jax <k}

15



Siten kaikille M > 0 on M < H"(Aj) < oo jollakin k, ja soveltamalla lausetta
3.6 joukkoon Aj saadaan kompakti K C A, jolle H"(K) > M. Yhtélo

H"(A) =sup {H"(K) : K on kompakti ja K C A}

pétee siis kaikille avoimille A C R".

Olkoon sitten A C R™ mielivaltainen joukko, jolle H"(A) < oo, ja olkoon € > 0.
Koska H™ on Borel-sdannollinen, on olemassa Borel-joukko B siten, ettd A C B
ja H"(A) = H"(B). Asettamalla Vi, = B(0,k),k = 1,2,3,... saadaan avoimet

joukot, joille patee B C U Vi ja H"(Vi) < oo kaikilla k. Lauseen 3.6 nojalla on

olemassa avoin joukko V C R™ siten, ettd B C V ja H™(V) < H"(B) + ¢. Siis
yhtélo

H"(A) = inf {H"(U) : U on avoin ja A C U}
patee ja lause on todistettu. 0
Lause 3.8. Olkoon A C R". Talloin
H(A) < 2"L(n) " L7(A),
missd L(n) = L"(B(0,1)).

Todistus. Olkoon A C R™ ja olkoon £ > 0. Olkoon I, I, I3, . .. kokoelma avoimia
n-valeja, jotka peittaviat A:n, ja joille

ZL" ) < LMA)+

Vitalin peitelauseesta 2.9 saadaan kullekin n-vilille I; kokoelma erillisia palloja
{Bivj c7=1,2,3,.. .}7 Bz‘,j C I;, joille dlam(Bm) <90 ja

Koska L™ on Borel-mitta ja pallot B; ; ovat erillisid, on

o0

Zﬁn(Bm‘) = £(|J Biy) < £"(h).



Koska Hj on ulkomitta, saadaan

HE(A) < i Hi (L)

< Y HBY)+ LM U ByY)
? .7 1= Jj=
S Z Z dlam(Bm)”
1= 1] 1
2" L™(B; ;)
= Z Z L((n
= 1]
< [;(n Zﬁ”( i)
< Zw (E"(A) €),

josta viite seuraa taas kun £ — 0.

Huomautus 3.9. Itse asiassa pétee
H"(A) = 2"L(n)"'L"(A),

mutta tdmén todistus on paljon mutkikkaampi. Jos Hausdorff-mitan tarkastelussa
voitaisiin rajoittua palloihin, tulos saataisiin helposti yhtélosta

2"L"(B)

L(n)
Tama ei kuitenkaan kdy painsa: kulmikkaan joukon peittdminen voi vaatia halkai-
sijaltaan joukkoa itsedin paljon suuremman pallon. Esimerkiksi R%:n tasasivuisen

kolmion halkaisija on yhtéd kuin sen sivun pituus. Pienin pallo, jolla kolmion voi
peittda on kuitenkin halkaisijaltaan kolmioon verrattuna \%—kertainen.

diam(B)" =

Yhtéalon todistus esitetddn lahteessé [4, Thm 1.12] ns. isodiametrisen epayhtéa-
16n avulla.

3.3. Hausdorff-dimensio. Hausdorff-mittojen erds ominaisuus on se, etta mieli-
valtaisen joukon A C X mitta H*(A) on positiivinen ja &érellinen korkeintaan
yhdella s. Tata rajapistettd so suuremmilla s on H*(A) = 0 ja kun 0 < s < sy,
patee H*(A) = oo. Itse rajapisteessé s kaikki arvot [0, 0o] ovat mahdollisia.

Lemma 3.10. Olkoon X metrinen metrinen avaruus ja A C X. Talloin kaikilla
s patee

(1) Jos H*(A) < oo, niin H'(A) =0 kun t > s.

(2) Jos H*(A) > 0, niin H'(A) = oo kun t < s.

Todistus. Kohta 1: Olkoon H*(A) < oo ja olkoon ¢ > s. Olkoon § > 0 ja olkoon

{FE1, Es, E3, ...} sellainen joukon A §-peite, etta
17



Talloin
HYA) < S diam(E))!
i=1

= > diam(FE;)*diam(E;)""*

=1

< ot Z diam(E;)*

< o0 S(Ha(A) 1).

Koska tama patee kaikille 6 > 0, ja lisdksi t — s > 0 seké
H;(A)+1 <H(A)+1 < o0,

patee H'(A) = 0.
Kohta 2 on yhtépitavd kohdan 1 kanssa (kontrapositio).

Maaritelma 3.11. Joukon A C X Hausdorff-dimensio on luku
dimg(A) = sup{t >0:H(A) = o0}
= sup{t >0:H'(A) >0}
= inf{t >0: H"(A) =0}
= inf{t >0: H(A) < oo}.
Hausdorff-dimensio perii monotonisuuden Hausdorff-mitoilta ‘H*: jos A C B
ja s < dimpg(A), niin H*(B) > H*(A) = oo, joten dimpy(B) > s. Sileille k-

ulotteisille R™:n pinnoille Hausdorff- dimensio on k£ ja R™:n osajoukoille A on
dimgy(A) <n.

Esimerkki 3.12. Esimerkissd 3.5 naytettiin, ettd Cantorin l-joukolle C’% péatee

H5(01) =1 kun s = }ggQ Téasta tiedetddn, ettd dimg(C

1) =

3
laskemlseen riittdd kuitenkin osoittaa pelkéstaan 0 < H*(C\
paljon helpompaa kuin mitan tarkka laskeminen.

log 2
log 3
) < oo. Taméi on

Dimension

Wl
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4. RADEMACHERIN LAUSE

Maaritelma 4.1. Olkoon A C R™. Kuvaus f : A — R”™ on Lipschitz-kuvaus,
jos jollakin vakiolla L < oo

[f(x) = f(y)] < L]z -yl
kaikilla z,y € A. Pieninté téllaista vakiota sanotaan f:n Lipschitz-vakioksi.

Esitetdén seuraavaksi pieni aputulos, jota tarvitaan Rademacherin lauseen
(lause 4.5) todistuksessa. Esitelladan ensin joitakin merkintoja.

Madritelmé 4.2. Merkinnélld 0. f(z) tarkoitetaan vektorin e suuntaista funk-
tion f osittaisderivaattaa pisteessi x. Koordinaattiakseleiden suuntaisia yksikkovek-
toreita merkitdan e;:114:

e = (1,0,0,...,0)
€y = (0,1,0,...,0)
em = (0,0,0,...,1).

Joukko S™ C R™*! on origokeskisen yksikkopallon pinta: S™ = {z € R"™! : ||z|| = 1}
Kuvauksen f : R™ — R, gradienttia pisteessi x merkitdén symbolilla V f(z)
ja se maaritelldan asettamalla

V(@) = (Oe, (), Oer f (1), Ocs f (), - -, De,, (1))
Maaritelma 4.3. Olkoon ¢ : R™ — R kuvaus. Kuvauksen ¢ kantaja on joukko
{r e R™: p(x) # 0}.

Kuvausluokka C§°(R™) on kaikkien niiden kompaktikantajaisten kuvausten R —
R joukko, joilla on kaikkien kertalukujen derivaatat.

Lemman todistuksessa kidytetdan hyviksi sité tietoa, ettd Lipschitz-kuvaukset
R — R ovat rajoitetusti heilahtelevina £!'-melkein kaikkialla differentioituvia
(ks. [2, Thm 17.17]). T&té& tietoa hyddynnetadn myos Rademacherin lauseen todis-
tuksessa.

Lemma 4.4. Olkoon f : R™ — R Lipschitz-kuvaus ja olkoon e m-ulotteinen yk-
sikkovektori, e € R™, |le|| = 1. Jos osittaisderivaatta O f (x) on olemassa melkein
kaikilla x € R™, niin

O f () = (el V f(x))

melkein kaikilla x € R™.

Todistus. Olkoon ¢ € C§°(R™). Kaikille h > 0 saadaan muuttujanvaihdolla

h
Rm
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Koska f on Lipschitz-kuvaus, patee kaikilla h > 0

f(x + he) — f(z)
h

missd L on f:n Lipschitz-vakio. Toisaalta on olemassa M > 0 siten, etta

p(z) — o(x — he)
r

kaikilla h > 0, silld kuvaus ¢’ on rajoitettu.

Koska liséksi f on melkein kaikkialla e:n suuntaan derivoituva, Lebesguen
dominoidun konvergenssin lausetta voidaan soveltaa yhtédlon molempiin puoli-
in, jolloin saadaan

<L,

[ot@ewis = - [ a0 s

Jakamalla yhtdlon oikean puolen integraali ja osittaisintegroinnilla saadaan

- [ovwir@is = - [ @Vela)fie) ds

]Rm

= k) / f(@)dsp(x) dv

RTY]
m

= S (eley) / ()0, () du

— [ eV @) da,
]Rm
Siten kaikilla ¢ € C§°(R™) pétee

Jas@eeis = [ o eV
R R™
Viite seuraa tésté Rieszin esityslauseen yksikésitteisyyden kautta (ks. [1, Thm

1.16]
O

Lause 4.5. (Rademacherin lause) Lipschitz-kuvaus f : R™ — R"™ on differen-
tioituva L™ -melkein katkkialla R™ :ssd.

Todistus. Kuvaus f on differentioituva kussakin pisteessa tasmaélleen silloin kuin
sen jokainen komponenttifunktio on differentioituva ko. pisteessé. Niinpé riit-
tas tarkastella tapausta n = 1. Lipschitz-kuvaukset R — R ovat £!'-melkein

kaikkialla differentitoituvia (|2, Thm 17.17]), joten tapaus m = 1 on selvi.
20



Merkitédin 9, f(z):114 funktion f derivaattaa pisteessi x suuntaan e € S™ ! =
{z € R™ : ||z|| = 1} silloin kun derivaatta on olemassa. Jokaisella e merkitédén
B.:114 niiden pisteiden x € R™ muodostamaa joukkoa, joissa f ei ole e:n suuntaan
derivoituva. Koska f on £™- mitallinen, on myds B, £™-mitallinen. Tarkastele-
malla kussakin pisteessi © € R™ kuvausta f yhteen suuntaan e kerrallaan®
voidaan soveltaa tapausta m = 1. Néin saadaan kaikilla x € R™

LY(B.N{z+te:teR})=0.
Téstd seuraa Fubinin lauseella £™(B,) = 0, joten kaikilla e € S™! kuvaus f
on derivoituva e:n suuntaan £"-melkein kaikkialla R"™:ssé.
Olkoon {vy, vy, v3, . ..} joukon S™! tihed osa. Merkitédn jokaisellas = 1,2, 3, ...
A;:lla joukkoa, joka koostuu niista pisteistd x € R™, joille V f(x) seké 0,, f (x) ovat

madritelty ja 0, f(z) = (v;|Vf(x)). Merkitdan A = () A;. Lemman 4.4 nojalla

i=1
LM(R™\ A) =0.

Nyt lauseen todistamiseksi riittda osoittaa, ettd f on differentioituva joukossa
A. Merkitdin kaikilla z € A, e € S™tjah >0

flx+ he) — f(x
Qe = TEFRIZTE (1912,
Riittd4 osoittaa, ettd Q(z, e, h) suppenee kohti nollaa kun h — 0 kaikilla x € A
ja ettd suppeneminen on tasaista e:n suhteen. Olkoon L f:n Lipschitz-vakio.
Huomataan, etté kaikille e, e’ € S™! piitee

Q(z,e,h) = Q(z,e',h)| < (m+1)Lle — €.
Olkoon ¢ > 0. Joukon S™ ! kompaktiuden ja v;:den valinnan nojalla on

olemassa N € N siten, ettd kaikille e € S™ ! voidaan valita i < N, jolle
le —v;| < ¢/(2(m + 1)L). Joukon A mééritelmin mukaan }ILiII(l) Q(z,v;,h) = 0

kaikille ¢, joten on olemassa 0 > 0 siten, ettd |Q(z,v;,h)| < €/2 kun h < 0 ja
i < N. Niinpé kaikille e € S™! ja h < ¢ saadaan sopivalla i € {1,..., N}

Qe < 1Q,e.h) — Qi )] + 1Q(, v, )|
< (m+1)Lle—v|+¢e/2
< &
U

Lause 4.6. Olkoot f : R™ — R" Lipschitz kuvaus, 0 < s < m ja A C R™.
Talloin
H(f(A)) < LH*(A),

4Kuvausten g(t) =z +teja fogavulla
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missd L on f:n Lipschitz-vakio. Erityisesti
dimg(f(A)) < dimg(A)

Todistus. Olkoot € > 0jad > 0. Hausdorffin mitan maaritelmésta saadaan joukon
A d-peite Uy, Us, .. ., jolle

Z diam(U;)* < H35(A) + L™ %e.
i=1

Talloin f(A) C U f(U;) jadiamf(U;) < Lé kaikilla i, joten joukot f(Uy), f(Us),. ..

muodostavat f(A)m Li-peitteen. Taas Hausdorff-mitan maaritelméan nojalla saadaan
His(f(A) < ) (diamf(U;))°
i=1
< L) (diaml;)?
i=1
< L*(H3(A) + L™ %)
= L*H;(A) +e¢.

Viite seuraa téastd kun 6 — 0 epéyhtédlon molemmin puolin, silla kiintealld L

piitee H*(f(A)) = lim H3(f(4)) = lim M, (/(4) O

Esimerkki 4.7. Olkoon V' C R™ n-ulotteinen taso, 0 < n < m. Projektiokuvaus
py : R™ — V on tarkalleen 1-Lipschitz-kuvaus: se ei kasvata etdisyyksié, mutta
sailyttaa projektiotason suuntaisten vektoreiden pituuden. Lauseen 4.6 nojalla
minkdéin joukon A C R™ Hausdorff-mitta ja -dimensio eivit kasva projektiossa.
Joukon surkastuminen sen sijaan on toki mahdollista: kun A on V:n ortogonaa-
likomplementti, H™ " (A) = oo, mutta H™ " (py(A)) = 0. Dimensio putoaa tissé
tapauksessa (m — n):std nollaan.

Esimerkki 4.8. Jordan-kdyrd on jatkuvan injektion [a,b] — R™ kuvajoukko.
Téssd [a,b] C R on siis jokin suljettu vali. Kéyrdn I' = ¢([a,b]) pituus L(I")
madritelladn asettamalla

L(T) = SUPZ lp(ts) — p(tio1)l,

missé supremum otetaan yli kaikkien vélin [a, b] jakojen a =ty < t; <ty < ... <
tp =b.

Osoitetaan lauseen 4.6 avulla, ettd Jordan-kiyrille T pitee H'(T') = L(T).
Olkoon I' = ¢([a,b]), u = ¢(a) ja v = ¢(b). Olkoon p : R* — R™ projek-
tio suoralle, joka kulkee kiyran I' paatepisteiden u ja v kautta. Projektio on
1-Lipschitz-kuvaus ja [u,v] C p(T"), joten

HAT) = H (p(T) = K ([u, v]) = L7([u, v]) = [u—vl.
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Olkoon a =ty < t; <ty < ... <t = b vilin [a, b] jako. Soveltamalla edellista
havaintoa kidyran I osiin saadaan

k

D lelts) — pltia)| < ZHl(SO([ti—lati])) =HY(T),

i=1

silla kiyran osat p([t;, t;_1]) leikkaavat toisiaan vain paétepisteissi. Kéyran pituu-
den méaritelmésta saadaan L£(T) < HY(T).

Oletetaan yhtélon toista suuntaa varten, ettd L(I') < oo. Olkoon ¢ kdyrdan I'
parametrisointi kdyrdn pituuden suhteen eli jatkuva bijektio [0, £(I')] — I siten,
ettd kaikille t € [0, £(I")] péatee L£(([0,t])) = t. Adrellispituinen kiyrs voidaan
aina parametrisoida pituutensa suhteen.

Kéyran parametrisointi ¢ on 1-Lipschitz-kuvaus, silld kaikille s, ¢ € [0, £(T")],
s < t, patee

|o(s) — o] < L(e((s,t])) = L{([0,1])) = L(p([0,5])) =t — 5.

Lause 4.6 antaa siis toisenkin suunnan:
HYT) < HY([0,£(I)]) = L(D).

Seuraavassa lauseessa merkitddn D f(z):1l4 f:n derivaattaa pisteessd z € R™
ja Df(x)(R™):1l4 vastaavasti tdmén derivaatan kuvajoukkoa. Lause sanoo, etté
Lipschitz-kuvaukselle R — R"™ niiden pisteiden, joissa maaritelty derivaatta
lineaarikuvaksena pienentdéd dimensiota, kuvajoukko on m-ulotteisen Hausdorft-
mitan mielessd nollamittainen. Erityisesti siis tdmén joukon Hausdorff-dimensio
on korkeintaan m. Lineaarialgebran dimensiolauseen mukaan pisteeseen x muo-
dostettu derivaatta sailyttaé lineaarikuvauksena lahtojoukon R™ dimension téas-
mélleen silloin kun se on injektio — Hausdorff-dimensio on hypertasojen tapauk-
sessa yhtenevé lineaarialgebrallisen dimension kanssa.

Tapaus n,m = 1 on helppo ymmartaé: Lipschitz-kuvauksen melkein jokainen
kuvapiste f(z) on sellainen, ettd sen alkukuvapisteissi x derivaatta on nollasta
eroava. Moniulotteisessa tapauksessa (n > 1) derivaatta voi olla nollasta eroava
ja silti pienentdd dimensiota vaikkapa kuvaamalla nollaan vain yhden yksikkovek-
torin v ja sen vastavektorin —uv eli "litistamalld” yhden suunnan.

Lause 4.9. Olkoon f : R™ — R" Lipschitz-kuvaus. Talloin
H"({f(x) : dimp (D f(2)(R™)) <m}) = 0.
Todistus. Olkoon 0 < R < o0 ja
A={z e R": |z < R, dimyg(Df(z)(R™)) < m}.

Olkoot x € A, r > 0 ja L kuvauksen f Lipschitz-vakio. Talléin f:n Lipschitz-
ominaisuuden nojalla

f(B(x,r)) € B(f(x), Lr).
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Merkitadan W, = {Df(z)y+ f(z) : y € R"}. Koska x € A, on dim W, < m—1.
Nyt derivaatan méaritelméé soveltaen kaikille y € B(x,r) pétee

1 (y) = (Df(x)(y —x) + f(2)] < rdly — ),

missé 0(y — x) — 0 kun y — z. Siten kaikille £ > 0 pétee pienilld r > 0

f(B(x,r)) C B(f(x)), Lr) N {y - d(y, W) <er}.

Kuva 3. Esimerkki tilanteesta n = 2

Nyt f(B(x,r)):n mittaa voidaan arvoida n-ulotteisen sylinterin mitan avulla.
Jollakin vain m:sté ja n:sté riippuvalla vakiolla ¢ pétee

HT(f(B(x,7)) < cer(Lr)™ .

Vitalin peitelauseen 2.9 avulla saadaan erilliset pallot B; = B(x;,1;), joille
LM(A\ D B;)=0
i=1
ja
iﬁm(Bl-) < LM(A) +e.
i=1

24



[e.9]

Lauseen 4.6 nojalla H™(f(A\ U B;)) = 0. Koska liséksi

1=1

o0

1) e Ussyurav (s,

1=1

saadaan

H(f(A))

IN

> HL((B)

IN

cL™ e f:(r,)m
i=1

< L™ L(m) e Z L"(B;)
i=1

< ch_lﬁ(m)_le(gm(A) +¢),

missé £(m) on se vakio, jolle L™(B;) = L(m)(r;)™. Lause seuraa tistd kun e — 0
soveltamalla lemmaa 3.4.

O

Seuraavassa lauseessa esiintyva yldintegraali Lebesguen mitan £™ suhteen mééritel-
ladn asettamalla

Ylé/f(x)dﬁmx = inf /g(x)d£m$ : [ < gjagon LM-mitallinen o
A A

kun f on (ei-£™-mitallinen) funktio, f: X — [0,00], A C X C R™.

Lause 4.10. Olkoon A C R"™ ja f : A — R™ Lipschitz-kuvaus. Tdlloin kaikille
s € [m,n| pdtee

ol [ 1 (AN (o5 £(0) = 9))AL™y < alm)L(H)"HO(A),
]Rm
missd L on kuvauksen f Lipschitz-vakio ja a(m) on m:std ritppuva vakio.

Todistus. Jokaisella k = 1,2,3,... on olemassa A:n 1/k-peite Ey 1, Ey2, Ex 3, . . .,
joka on 1/k-optimaalinen Hausdorffin 1/k-mitan suhteen:

> " diam(Ey;) < H; ) (A) + 1/,

=1

Maéritelladan kuvapuolelle vastinjoukot [}, ; asettamalla

Fi={yeR": E,;nf'(y) #0}.
25



Olkoon L f:m Lipschitz-vakio. Koska diam(F},;) < LdiamFE} ;, pitee

L™(Fy,;) < L(m)(Ldiam(Ey;))™.

Fatoun lemmaa soveltamalla saadaan

IN IN

IN

IN TN

vl | R AN o flr) = yhdEmy
yla f hm Hl/k (An{z: f(z) =y})dL™y

f lim inf Z diam(Ey; N{z : f(x) =y})*"dL™y

k—oo i

lim inf Z [ diam(Ey,; N{x: f(z) = y})> ™dL™y

k—>oo 7/ 1Fk7,

lim inf Z diam(Ey,; N {z : f(x) = y})* "L (Fp;)

k—o0 i=1

L(m)L™ hl]crn inf Z diam(FEy;)*
—00 ;1

L(m)L™ lign inf(H] . (A) + 1/k)

L(m)L™H*(A).
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5. STEPANOVIN LAUSE

Rademacherin lausetta voidaan hieman yleistdd. Kuvauksen ei tarvitse Lipschitz-
kuvaus, jos rajoitetaan tarkastelu vain niihin pisteisiin, joissa silld on lokaali
Lipschitz-ominaisuus. Se riittda differentioituvuuteen.

Maaritelma 5.1. Olkoon A C R™ ja f : A — R” kuvaus. Méaaritellaén ku-
vauksen f lokaali Lipschitz-vakio pisteessd x € A asettamalla

Lip(f, z) = lim sup —|f(y) — f(:v)|
y—r |y —
Lause 5.2. Olkoon A C R™ avoin joukko, f : A — R ja S(f) niiden pisteiden
x € A joukko, joissa f on lokaalisti Lipschitz-kuvaus, ts.
S(f)={x € A:Lip(f,x) < oo}.
Talloin kuvaus f on differentioituva L™ -melkein kaikkialla joukossa S(f).
Todistus. Olkoot By, Bs, Bs, ... kaikki ne avoimet pallot, joiden keskipiste ja
sdde ovat rationaalisia, ja joissa f on rajoitettu. Jokaisessa pallossa B; kuvaus-
ta f voidaan approksimoida ylh&altd ja alhaalta j-Lipschitz -kuvauksilla u,v.
Maéritelladan kuvaukset u; ja v; ndiden Lipschitz-kuvausten pisteittéisina yla- ja
alarajoina:
uj(x) = inf {u(x) : w > f ja u on j-Lipschitz},
vj(x) =sup{v(z) : v < f ja v on j-Lipschitz} .
Télloin u; ja v; ovat myos j-Lipschitz -kuvauksia, joten kun merkitaan

N = U {x € B, : u; tai v; ei differentioituva z:ssi},
j=1
saadaan Rademacherin lauseen nojalla £"(N) = 0.
Olkoot = € S(f) \ N ja L = Lip(f,z) < oo. Télléin on olemassa r > 0 siten,
etta
[f(y) = f(2)] < Ly — z| kaikillay € B(z,r).

Huomataan, ettd on olemassa ddrettoman monta palloa B; siten, etta
B(z,r/2) C B; C B(z,r),
ja niinpé voidaan valita indeksi 7 > L, jolla ylldoleva péatee. Talloin
|f(y) = f(@)| < jly — z| kaikilla y € B;.

Téastd seuraa u;:m ja v;:n médritelmén nojalla f(z) = u;(z) = v;(x). Koska u;
ja v; ovat differentioituvia z:ssé ja v; < f < u; kaikkialla pallossa Bj, on myo6s f
differentioituva x:ssé.

U

27



VIITTEET

[1] Pertti Mattila: Geometry of Sets and Measures in Euclidean Spaces. Cambridge University
Press (1995)

[2] E. Hewitt & K. Stromberg: Real and Abstract Analysis. Springer-Verlag (1965)

[3] Kenneth Falconer: Fractal Geometry. John Wiley & Sons Ltd (1990)

[4] Kenneth Falconer: The Geometry of Fractal Sets. Cambridge University Press (1985)

28



