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Esipuhe

Tama tyo on tehty Numerola Oy:n ideoimasta aiheesta. Yritys myos rahoitti tyon ja
tarjosi sen tekemiseen tarvittavat tilat ja laitteet, mistd suuret kiitokset. Yritys on jo
aiemmin tarjonnut minulle mielenkiintoisia ja haasteellisia kesétoita, jotka ovat tuoneet
minulle arvokasta kidytannon kokemusta numeriikan alalta.

Erityiset kiitokset haluan osoittaa tutkielmanani toisena ohjaajana toimineelle F'T
Kai Hiltuselle paneutumisesta tyohoni kaikissa sen vaiheissa. Kiitokset myos toiselle
ohjaajalleni professori Raino Mikiselle ja kaikille muille, jotka ovat antaneet tyOsténi

palautetta.
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1 Johdanto

Osittaisdifferentiaaliyhtéloiden avulla voidaan simuloida useita fysikaalisia ilmi6ité, ku-
ten limmon johtumista, nesteen virtausta ja sdhkomagneettista séteilya. Ilmion simu-
lointia varten tarvitaan myos malli alueesta, jossa ilmiotd halutaan tarkastella. Téta
mallia kutsutaan laskenta-alueeksi (engl. domain).

Yhtalot eiviat useinkaan ratkea suljetussa muodossa, joten ne taytyy ratkaista nu-
meerisesti. Usein kiytettyja ratkaisumenetelmid ovat elementtimenetelmé (engl. fini-
te element method, FEM) ja kontrollitilavuusmenetelmé (engl. finite volume method,
FVM). Menetelmié varten laskenta-alue on jaettava pieniin osa-alueisiin eli element-
teihin. Elementtijakoa kutsutaan laskentaverkoksi ja jaon muodostamista verkon gene-
roinniksi.

Menetelmét asettavat kiytettavélle verkolle tiettyja vaatimuksia. Menetelmén anta-
man ratkaisun hyvyys nimittéin riippuu kiytetyn laskentaverkon elementtien tyypista,
laadusta ja koosta. Kuusitahokaselementtien kiytto esimerkiksi tuottaa joissakin sovel-
luksissa parempia tuloksia kuin nelitahokkaiden [6, 49]. Verkon elementtien tulisi my6s
olla mahdollisimman sdannollisié, eli niissé ei esimerkiksi saa esiintyéd darimmaisen pie-
nié kulmia.

Mallien ja laskentamenetelmien kehittyminen on johtanut yha realistisempiin sovel-
luksiin ja siten myos mallinnettavien geometrioiden monimutkaistumiseen [21]|. Verkon
generoinnin automatisoimiseksi on kehitetty useita enemmén ja vihemmén heuristisia
menetelmid. Mielivaltaisen alueen verkottaminen hyvélaatuisella kuusitahokasverkolla
voi kuitenkin olla vaikeaa tai jopa mahdotonta. Taméan vuoksi tarvitaan menetelmé,
jolla yksinkertaisempiin alueisiin luodut hyvélaatuiset verkot voidaan yhdistéda toisiin-
sa.

Verkon generointialgoritmit tarvitsevat lahtotiedoikseen informaation, joka maérit-
tda verkotettavan alueen reunat. Aina reunoille ei ole kdytossd analyyttistd esitysté
— informaatio voi olla ldht6isin esimerkiksi mittauksista. Liitoksen tekevian algoritmin
tulisi siis pystyd operoimaan myos diskreetissd muodossa esitetyille verkoille [56].

Ei ole olemassa mitdéan yksikésitteistd maaritelméa sille, miké téllaisen operaation
lopputuloksen tulisi olla. Hyvélaatuiset verkot on kuitenkin jérkevad pyrkia séilytté-

méan sellaisenaan niin suurelta osin kuin mahdollista. Tamén tyon tavoitteeksi asetet-



tiin kehittda verkkojen yhdistdmismenetelma, joka muokkaa verkkoja ainoastaan nii-
den padllekkdin menevian osan ldheisyydessa. Téllainen algoritmi saatiin toteutettua,
joskaan toteutus ei ole taysin yleispéatevi.

Téamaéan tutkielman luvussa 2 kidydadn lapi verkon generointiin liittyvia peruska-
sitteitd ja merkintoja. Luvussa myos kerrotaan tarkemmin verkon laatuun liittyvistéa
tekijoista. Luvussa 3 suoritetaan katsaus tyypillisimpiin verkon generointimenetelmiin.
Luvussa 4 késitelldan verkon laadun parantamista yleisesti ja tietyn tehtévin kannalta.
Luvussa 5 kerrotaan toteutetusta liitosalgoritmista ja hahmotellaan muiden loogisten
operaatioiden mahdollisia toteutustapoja. Luvussa 6 algoritmin toimintaa esitelldan
muutamien testiesimerkkien avulla. Luvussa 7 esitetddn yhteenveto tutkielman tulok-

sista ja ajatuksia algoritmin jatkokehittamiseksi.



2 Peruskasitteita

Téssé luvussa kiaydadan 1api verkon generointiin liittyvia peruskasitteité ja tutkielmassa
kiytettavida merkintoja. Verkon generoinnissa ldhdetdan liikkeelle siité, ettd on annet-
tu jokin laskenta-alue (engl. domain), johon halutaan generoida verkko (engl. mesh).
Alueesta kiytetddn seuraavassa symbolia {2, ja sen dimensioksi oletetaan kaksi tai kol-

me.

Maaritelma 2.1 Alueen 2 konformi verkko on kokoelma 7, elementteja K, joille
pétee [21]

i ﬁ = UKETh K
e kaikkien elementtien K sisus on epatyhja

e kahden 7j,:n elementin leikkaus on joko tyhjd, yksi solmu, elementin séarma tai

elementin tahko.

Edelld h on verkon tiheyttd kuvaava parametri. Se voidaan maéritelld esimerkiksi
verkon pisimmén sdrméan pituudeksi.

Maaritelméan perusteella verkon tulisi siis tdsmélleen peittda 2. Kdytannossa tdmé
ei kuitenkaan valttdmétta ole mahdollista, koska esimerkiksi sdrmiltdan lineaarisilla
elementeilld ei voida tarkasti tuottaa kaarevia pintoja. Sovelluksissa yleensa kuitenkin
riittéd, ettd kiytossd on hyva approksimaatio laskenta-alueesta.

Yleisimmét elementit ovat kahdessa ulottuvuudessa kolmio ja nelikulmio seka kol-
messa ulottuvuudessa nelitahokas, kuusitahokas, prisma ja pyramidi. Esimerkkejé ele-
menteistd on kuvassa 2.1. Elementtien sdrmét voivat olla myos korkeamman asteen
kdyria [68], mutta sellaisia elementtejd ei késitelld téssd tutkielmassa.

Kolmessa ulottuvuudessa tarvitaan joskus myos pintaverkkoa (engl. surface mesh),
eli kaksiulotteista verkkoa, joka kuvaa laskenta-alueen pinnan. Pintaverkko muodoste-
taan yleenséd kolmioista ja nelikulmioista. Myohemmin kidytetddn merkintdd 07 pinta-
verkosta, joka muodostuu verkon 7 reunalla sijaitsevista tahkoista.

Téssé tutkielmassa solmuiksi (engl. node) kutsutaan elementin geometrian maéaraé-
vid pisteitd. Koska késiteltdvien elementtien sarméat ovat janoja, solmut ovat kaytén-

nossa elementtien kérkipisteité.



Kuva 2.1: Esimerkkeja elementeistd. Ylarivilla kolmio, nelikulmio ja nelitahokas seka

alarivilla kuusitahokas, prisma ja pyramidi.

Elementin topologia on kuvaus elementistd sen solmujen avulla. Se siséltdda ku-
vauksen elementin siarmistéd (engl. edge) seki kolmessa ulottuvuudessa tahkoista (engl.
face). Termié sdrmé tullaan kiyttamaan yhtendisyyden vuoksi myos kaksiulotteisten
monikulmioiden sivuista.

Verkot voidaan yleensé jakaa rakenteellisiin ja rakenteettomiin. Rakenteellisella ver-
kolla on loogisessa mielessé sédénnoéllinen, toistuva rakenne [27]. Sen solmut voidaan in-
deksoida siten, ettd kunkin solmun indeksien perusteella tiedetdédn myos sen naapurei-
den indeksit [54|. Verkon kaikkiin sisdisolmuihin liittyy sama mééra elementteja [39].
Yleisesti rakenteellisista verkoista puhuttaessa kuitenkin tarkoitetaan nimenomaan ra-
kenteellista nelikulmio- tai kuusitahokasverkkoa. Rakenteettomassa verkossa taas tél-
laista saannollistd rakennetta ei ole, vaan solmuun voi liittyd kuinka monta element-
tid tahansa. Kuvassa 2.2 on esimerkki rakenteellisesta ja rakenteettomasta verkosta.
Seka rakenteellisia etté rakenteettomia osia sisdltavad verkkoa kutsutaan usein hybri-
diverkoksi (engl. hybrid mesh) ja useasta rakenteellisesta osasta muodostuvaa verkkoa
blokeittain rakenteelliseksi (engl. block-structured).

Liséiksi on olemassa niin kutsuttuja yleistettyja verkkoja (engl. generalized grid),

joissa elementeill voi olla mielivaltainen méaéra sarmié tai tahkoja. Voidaan myos sallia,



Kuva 2.2: Erés geometria verkotettuna rakenteellisella nelikulmio- ja rakenteettomalla

kolmioverkolla.

etté eri alueisiin luodut verkot menevét osin péaallekkain. Téllaisia verkkoja kutsutaan
usein chimera-verkoiksi [58]. Téssé tutkielmassa ei késitelld yleistettyjé- eikd chimera-
verkkoja.

Verkosta kiytetaéan kirjallisuudessa myos muita nimityksia. Termié hila (engl. grid)
kiytettdessa puhutaan useimmiten rakenteellisesta verkosta. Rakenteetonta kolmio- tai

nelitahokasverkkoa taas saatetaan kutsua kolmioinniksi (engl. triangulation).

2.1 Geometrisia kasitteita
Seuraavassa méaritelladan joitakin geometrisia kasitteitd siten kuin niitd téssa tutkiel-
massa kaytetdan.

Maaritelma 2.2 Kolmion (nelitahokkaan) ympéroiva pallo (engl. circumsphere) kul-

kee kaikkien sen kérkipisteiden kautta.

Maaritelma 2.3 Kolmion (nelitahokkaan) sisépallo (engl. insphere) on sellainen pal-

lo, ettd kaikki kolmion sérmét (nelitahokkaan tahkot) ovat sen tangentteja.

Maaritelma 2.4 Geometriseen objektiin liittyvé rajoitelaatikko (engl. bounding box)
on pienin koordinaattiakselien suuntainen suorakulmio, jonka sisdén objekti kokonai-

suudessaan mahtuu.
Maairitelma 2.5 Elementin keskipiste on sen solmujen geometrinen keskipiste.

Kaytannossa keskipiste siis saadaan laskemalla solmujen koordinaattien keskiarvo.



2.2  Verkon laatu

Verkon laadulle voidaan esittdd useita erilaisia kriteereitd. Yleisesti voidaan sanoa,
ettd verkko on laskennan kannalta sitd parempi, mitd lahempéna saannollistd muotoa
sen elementit ovat. Esimerkiksi nelikulmion tulisi olla mahdollisimman lahella neliota
ja kolmion sdrmien tulisi olla yhta pitkdat. Joskus voidaan tehtdvin luonteen vuoksi
kuitenkin haluta venyttaé elementteja tiettyihin suuntiin.

Elementtien laadulla on vaikutusta esimerkiksi saadusta ratkaisusta laskettavien
suureiden tarkkuuteen. Shewchuk [55] esittédéd seuraavantyyppisen esimerkin niin sano-
tusta interpolaatiovirheesté: Oletetaan, etté jollekin suureelle on numeerisesti ratkaistu
arvot kaksiulotteisen verkon solmupisteissi. Tarkastellaan yhté elementtid, jonka sol-
mupisteissé ratkaisun arvot ovat kuten kuvassa 2.3. Kun ratkaisun arvoja interpoloi-
daan lineaarisesti kuvan elementissé, antaa interpolaatio kolmion alareunalla arvoksi
nolla. Ratkaisu saa kuitenkin kolmion kolmannessa solmupisteessd arvokseen 10. Jos
nyt kolmion suurin kulma ldhestyy 180°:tta, tdmé solmupiste siirtyy mielivaltaisen 14-
helle kolmion alareunaa. Numeerisen ratkaisun gradientti siis kasvaa elementin alueella
rajatta. Nain kiy taysin todellisen ratkaisun gradientista riippumatta, vaikka numeeri-
nen ratkaisu olisi solmupisteissa tarkka. Kolmessa ulottuvuudessa vastaavan ongelman
aiheuttavat muun muassa kuvan 2.5 kaltaiset elementit.

Yleisesti elementti- ja kontrollitilavuusmenetelmien antamat ratkaisut lahestyvét
tarkkaa ratkaisua, kun kdytetyn laskentaverkon elementtikokoa pienennetdan. Babus-
ka ja Aziz [3| kuitenkin nédyttévit, ettd tdmén konvergenssin takaavat tulokset eivét
elementtimenetelmén osalta ole lainkaan voimassa, jos kolmioverkossa sallitaan mieli-

valtaisen ldhella oikokulmaa olevia kulmia.

10

0

Kuva 2.3: Tylppéakulmainen kolmio tuottaa ratkaisua interpoloitaessa huonoja arvioita

gradienteille.



Elementtien laadulla on vaikutusta myos numeeristen menetelmien toimintaan. Esi-
merkiksi elementtimenetelméssd huonon muotoiset elementit lisdavéat ratkaistavien li-
neaaristen systeemien hairidalttiutta. Tassd mielessd ovat vaarallisia sekd pienet etta
suuret kulmat. Shewchuk [55] toteaa kuitenkin, ettd elementtien muodon ja matriisin
héiridalttiuden tdsméllinen suhde riippuu myos ratkaistavasta tehtéavasta.

Hén esittdéd kolmio- ja nelitahokaselementeille useita erilaisia laatukriteereité, jois-
ta osa mittaa elementtien laatua interpolaatiovirheen ja osa matriisien hairicalttiuden
mielessd. Han huomauttaa, etté erilaiset laatukriteerit saattavat olla kesken&édn ristirii-
taisia, ja ettd kiaytettava laatukriteeri on valittava kayttotarkoituksen mukaan. Verkon
elementtejd voidaan my6s mitata yhta aikaa useilla erilaisilla mittareilla ja pyrkia néin
hyvaén kompromissiin.

Numeerisia mittareita elementtien laadulle tarvitaan erityisesti, jos halutaan kayt-
tad luvussa 4.1.4 esiteltavia optimointiin perustuvia verkon parannusmenetelmia. Kol-
miulotteisten verkkojen elementtien laatua on myo6s hyvin hankala tarkastella pelkéis-
taan visuaalisesti.

Canann [8| toteaa, etté laatukriteerin tulisi olla

e clementin laatua mahdollisimman tarkasti kuvaava

vertailukelpoinen eri elementtityyppien valilla

laskennallisesti tehokas, koska sité tarvitaan usein

jatkuva funktio, jotta sitd voitaisiin kiyttdd optimoinnissa

méadaritelty myos nurjille elementeille.

Nurjalla (engl. inverted) elementilld tarkoitetaan elementtié, jolla on laskennalli-
sesti negatiivinen pinta-ala. Esimerkiksi kuvassa 2.4 vasemman alakulman elementin
solmupiste on siirtynyt sellaiseen paikkaan, etté elementista on tullut nurja.

Yleinen laatukriteeri on niin sanottu muotosuhde (engl. aspect ratio), joka mittaa
elementin litistyneisyytta. Sille on olemassa useita erilaisia maéaritelmia, jotka tarkoit-
tavat karkeasti samaa asiaa. Se voidaan esimerkiksi méaritelld elementin suurimman ja
pienimmén leveyden suhteena [7|. Téssd leveys tarkoittaa etdisyyttd kahden sellaisen
yhdensuuntaisen hypertason vélilla, joiden vilissa elementti sijaitsee.

Kolmioille ja nelitahokkaille muotosuhde maéritellaan usein ympéaroivan pallon sé-
teen suhteena sisdpallon séteeseen (katso médritelmédt 2.2 ja 2.3). Verkkoa sanotaan
hyvin muodostuneeksi (engl. well shaped), jos sen elementtien muotosuhde on pieni.

Joissain tarkoituksissa nelitahokkaiden laatukriteerinad voidaan kayttaa myos ympé-

roivin pallon siteen suhdetta lyhimpaan sdrméén, mutta se on kriteerind vihemman

7
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Kuva 2.4: Kaksiulotteinen verkko, jonka erds elementti on nurja.

vaativa. Esimerkiksi lastulla (engl. sliver) tdmé suhde voi séilyd hyvini, vaikka sen
muotosuhde huononisi rajatta. Lastu on nelitahokas, jolla on positiivimittaiset sér-
mét ja rajoitettu ympéaroivan pallon sidde, mutta jonka tilavuus on silti havidvan pieni
[19]. Tadmé& on mahdollista siten, ettd sen kaikki solmut ovat ldhes samassa tasossa.
Esimerkki lastusta on esitetty kuvassa 2.5.

Kuva 2.5: Lastu ja sen ympéaréiva pallo.

Usein kiytetadn myos edelld mainittujen suhteiden kddnteislukua. Télloin laatu ta-
vallisesti skaalataan vilille [0, 1] siten, ettd vastaava sddnnollinen elementti saa laaduk-

seen 1.



3 Verkon generointimenetelmia

Téassé luvussa pyritdédn esitteleméan tyypillisimméat verkon luontiin kiytettavit mene-
telmét. Niistd on kuitenkin olemassa lukuisia erilaisia muunnelmia ja yhdistelmié, eiké
terminologia ole kaikkien osalta vakiintunutta.

Osa menetelmistd soveltuu vain tietynlaisiin tilanteisiin, kun taas osa pyrkii toi-
mimaan automaattisesti kaikissa tilanteissa. Automaattiseksi voidaan kutsua mene-
telméd, joka vaatii kiyttajéaltd ainoastaan jonkinlaisen esityksen verkotettavan alueen
reunoista.

Alueen reunat voidaan esittdd esimerkiksi spline-kdyrien tai -pintojen avulla halu-
tulla tarkkuudella [12]. Téllainen esitys on hyédyllinen menetelmissé, jotka ovat luon-
teeltaan adaptiivisia, eli ne lisdavit verkotuksen kuluessa solmupisteitd myos verkote-
tulle alueelle elementtien laadun parantamiseksi tai koon pienentamiseksi. Kun solmuja
talloin lisdtaan verkon reunalle, ne voidaan sijoittaa mahdollisimman tarkasti laskenta-
alueen pinnalle.

Alueen reuna on mahdollista esittdd myos pelkén pintaverkon avulla. Téllaisen in-
formaation pohjalta luodun verkon tihentdminen ei kuitenkaan paranna tarkkuutta,

jolla verkko approksimoi laskenta-aluetta.

3.1 Manuaalinen generointi

Verkon manuaalisella generoinnilla tarkoitetaan menettelyd, jossa kiyttaja itse luettelee
kaikki verkkoon kuuluvat elementit [20]. Kayttéja siis syottaa kaikkien solmupisteiden
koordinaatit ja luettelee verkon elementit solmupisteiden avulla.

On selvad, ettd menetelmé ei sellaisenaan sovellu kovin monimutkaisille verkoille.
Sité voidaan kuitenkin kiyttda pohjana sovellettaessa esimerkiksi pursotusmenetelmié,
jotka esitellddan luvussa 3.4. Verkkoihin voidaan my6s soveltaa erilaisia geometrisia
muunnoksia, kuten kiertoa tai peilausta, ja niitd voidaan yhdistella monimutkaisempien
verkkojen luomiseksi [21].



3.2 Verkkojen muunnokset

Rakenteellista verkkoa voidaan aina ajatella yksinkertaiseen perusalueeseen luodun re-
ferenssiverkon muunnoksena. Esimerkiksi kuvan 2.2 rakenteellinen verkko on oleellises-
ti vain verkotettu yksikkonelio, jonka reunoja on "puristettu” hieman sisadnpéin. Kol-
mioverkoille referenssialue on vastaavasti yksikkokolmio, kuusitahokasverkoille kuutio
ja niin edelleen.

Verkotettavan alueen tulee tdmén vuoksi loogisessa mielessé vastata referenssia-
luetta. Jos tallaista vastaavuutta ei ole, tuloksena syntyva verkko ei yleensa ole jarke-
va. Esimerkiksi kuvassa 3.1 on ympyré verkotettuna rakenteellisella nelikulmioverkolla.
Verkossa on kuitenkin erittdin huonoja elementteja paikoissa, jotka vastaavat "nelikul-

mion” kulmia.

Kuva 3.1: Ympyraan vikisin luotu rakenteellinen nelikulmioverkko sisdltdd huonoja

elementteja.

Muunnos voi olla algebrallinen, esimerkiksi verkotettavan alueen reunojen interpo-

laatio, tai se voi perustua tiettyjen osittaisdifferentiaaliyhtaloiden ratkaisuun.
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3.2.1 Algebralliset muunnokset

Niin sanottujen algebrallisten menetelmien yleinen periaate on se, etté referenssialu-
een verkko kuvataan verkotettavaan alueeseen jonkin algebrallisen muunnoksen avulla.
Menetelmét ovat laskennallisesti erittidin tehokkaita ja suhteellisen helposti ohjelmoi-
tavissa.

Lopputuloksen laatu kuitenkin riippuu vahvasti kiiytettdvin muunnoksen ominai-
suuksista [20]. Algebralliset menetelmét voivatkin tuottaa virheellisia verkkoja, jos ver-
kotettavan alueen reunat ovat hyvin konkaaveja. Referenssiverkon sisépisteet voivat
talloin kuvautua kokonaan verkotettavan alueen ulkopuolelle, jolloin syntyy nurjia ele-
mentteja, tai pisteitd voi kasautua reunojen laheisyyteen.

Ajatellaan tilannetta, jossa verkon halutut reunapisteet on annettu. Referenssialu-
eeseen voidaan nyt luoda reunapisteité niin, ettd niiden suhteelliset etdisyydet vastaa-
vat etéisyyksia verkotettavan alueen reunoilla. Referenssialue voidaan tdmén jalkeen
verkottaa yksinkertaisesti. Esimerkiksi yksikkonelion tapauksessa riittéa, ettd reunoil-
la olevat vastinpisteet liitetddn suorilla toisiinsa. Lopuksi referenssiverkon solmupisteet
kuvataan varsinaiseen verkotettavaan alueeseen. Lopullinen verkko muodostuu, kun
kuvatut pisteet yhdistetdéan referenssialueessa vallitsevan topologian mukaisesti.

Kuvaukselta voidaan vaatia joitakin erityisominaisuuksia. Yleensé esimerkiksi ha-
lutaan referenssialueen reunojen kuvautuvan tarkalleen verkotettavan alueen reunoiksi.
Niin sanotun transfinitiin interpolaation avulla voidaan muodostaa kuvauksia, joilla on
tdméa ominaisuus. Menetelmastéd on kerrottu esimerkiksi l&hteessé [57], johon seuraavat
tiedot perustuvat.

Transfiniitti interpolaatio (engl. transfinite interpolation) on laajimmin kiytetty al-
gebrallinen generointimenetelmé. Menetelméssé laskennallisia koordinaattisuuntia vas-
taavista interpolaatioista muodostetaan Boolen summa. Tatd varten tarvitaan myos
interpolaatioiden tensorituloja. Yhden muuttujan interpolaatiot muodostetaan fysi-
kaalisen informaation (paikka- ja derivaattainformaatio) ja sekoitusfunktioiden (engl.
blending function) avulla.

Yhden muuttujan interpolointiin voidaan kiyttdd mitd tahansa menetelméd, jo-
ka téyttad tietyt ehdot (katso viite [57]). Interpolointi voidaan suorittaa esimerkiksi
matala-asteisilla polynomeilla. T&lloin tarvittavan syottotiedon méara pysyy alhaise-
na. Jos reunoista on kiytettavissd myos normaaliderivaatta, voidaan kiyttaa Hermiten
interpolaatiopolynomeja.

Eri suuntiin voidaan kiyttaa myos erilaista interpolaatiota. Tarvittaessa voidaan siis

kdyttad johonkin tiettyyn suuntaan tarkempaa, korkeamman asteen interpolaatiota.
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Esimerkki 3.1 Olkoon verkotettavana loogisesti nelikulmiota vastaava alue kahdessa
ulottuvuudessa. Halutaan siis muodostaa kuvaus X (£, 7), joka kuvaa yksikkonelion
verkotettavaksi alueeksi. Tarkoitusta varten on kiytettavissa informaatio verkotettavan
alueen reunoista, eli funktion X arvot tunnetaan joukossa [0, 1]?\]0, 1[%. Loput funktion
X arvot saadaan transfiniitin interpolaation avulla.

Lineaarisiksi sekoitusfunktioiksi «; ja [; kelpaavat
(&) =1—€ ag(é) =&, Bi(n) =1 —n ja Ba(n) = n. Tallsin

U(€,n)=(1-8§X(0,n)+EX(1,n)

V() =(1-n)X(0)+nX(1)
UV(,n) = (1= =n)X(0,0)+ (1 =&nX(0,1) +&(1—n)X(1,0) +&nX(1,1)

Tassa siis U on interpolaatio laskennalliseen koordinaattisuuntaan &, V' suuntaan 7
ja UV niiden tensoritulo. Nyt Boolen summa X (§,n) = U®V = U+V —UV on haluttu
kuvaus. On helppo tarkistaa, etté interpolaatio todella séilyttaéd reunat sellaisenaan.

Edes alueen reunoja ei valttamatta tarvitse tuntea kaikkialla. Interpolaation avulla
kuvataan vain solmupisteité, joten riittdd, ettd funktio X on maééritelty niitd vastaa-

vissa pisteissa (&;, ;).

My6s muuta kuin transfiniittid interpolaatiota voidaan kayttéaa. Esimerkiksi ldhtees-
sd 28| johdetaan kolme vaihtoehtoista menetelméd, jotka ovat niin sanotusti sisdisia
(engl. intrinsic), eli ne kdyttavat hyvéksi reunainformaatiota ilman sekoitusfunktioi-
ta. Menetelmét eiviat kuitenkaan ole invariantteja edes tavanomaisissa muunnoksissa,

kuten siirrossa ja kierrossa.

3.2.2 Osittaisdifferentiaaliyhtilopohjaiset muunnokset

Rakenteellisia verkkoja voidaan tuottaa myos tiettyjen osittaisdifferentiaaliyhtéléiden
ratkaisujen avulla. Myos téllaisissa menetelmissa téytyy verkotettavan alueen ja refe-
renssialueen vililla olla looginen vastaavuus.

Menetelmét syntyivit ajatuksesta kdyttaa hyvéiksi Laplace-operaattorin tunnettua
silottavaa vaikutusta (katso esimerkiksi [65]). Laplace-yhtéloiden avulla tuotetun ver-
kon solmut sijoittuvat erittdin tasavilisesti verkotettavan alueen sisélld [59]|. Tekniik-
kaa on my6hemmin jalostettu siséltdmé&én niin sanotut kontrollifunktiot, joiden avulla

verkon muodostusta voidaan ohjailla.

12



Esimerkki 3.2 Elliptisen menetelmén perusidea kahdessa ulottuvuudessa loogisesti
nelikulmaisen alueen tapauksessa on seuraava: Etsitdan verkotettavassa alueessa funk-
tioita &(x,y) ja n(z,y), joille A& = 0 ja An = 0. Asetetaan reunaehdot siten, ettd &
ja n ovat jatkuvia koko reunalla, n saa jotkut vakioarvot 7; ja 7, alueen vastakkaisilla
reunoilla ja & saa vakioarvot & ja & alueen toisilla vastakkaisilla reunoilla. Ratkai-
sujen & ja 7 tasa-arvokdyrat muodostavat alueeseen rakenteellisen nelikulmioverkon.

Tilannetta havainnollistaa kuva 3.2.

n="n,

n=n,

Kuva 3.2: Kéyréaviivainen koordinaatisto. Koordinaattiviivat vastaavat funktioiden ¢ ja

7 tasa-arvokayria.

Kaytannossa tilanne ei kuitenkaan ole néin yksinkertainen, koska idean suoraviivai-
nen soveltaminen vaatisi osittaisdifferentiaaliyhtéloiden ratkaisemista verkotettavassa
alueessa.

Tutkitaan sen sijaan kdénteisfunktioita (&, n) ja y(£,n). Ne on nyt méaritelty suo-
rakulmiossa [£1, &3] X [1m1,72], johon on helppo generoida verkko. Ratkaistavana eivét
kuitenkaan ole endé Laplace-yhtalot, vaan kvasilineaariset yhtalot

QTee — 20Ty + YTy =0

(3.1)
aYee — 20Yen + VY = 0,
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missa

o= x% + y?7

= wey + yeyy

Y= x? + y?.
Yhtélot on johdettu esimerkiksi lahteessé [59].

My6s muita kuin elliptisid yhtéloita voidaan kiyttad. Luvussa 3.4 kerrotaan hyper-
bolisten yhtéloiden kiayttdmisestd annetun geometrian ulkopuolisen alueen verkottami-

seel.

3.3 Multiblokkimenetelméa

Rakenteellisten generointimenetelmien tuottamat verkot ovat usein laadultaan varsin
hyvid, joten niitd pyritddan kdyttadmasan aina kun se on mahdollista. Monimutkaisemmat
geometriat eivat kuitenkaan yleensd vastaa topologialtaan mitddn perusgeometriaa,
joten niitd ei voida verkottaa tdysin rakenteellisesti. Verkosta voidaan kuitenkin pyrkia
luomaan blokeittain rakenteellinen. Blokkimaisesta rakenteesta on myos hyotyé, jos
laskentaa halutaan hajauttaa |21].

Ongelmaksi muodostuu téalldin verkotettavan alueen jako sopiviin blokkeihin. Jaon
automatisointia on tutkittu jonkin verran [41], mutta sopivan jaon 19ytdminen jaa
kuitenkin usein jossakin méérin kiyttajan tehtaviksi 7).

Blokkien siséllé verkotus voidaan suorittaa jollakin edelld esitellyistd menetelmista.
Verkotus on kuitenkin suoritettava siten, ettd blokkeihin luodut verkot voidaan liittaa
toisiinsa. Blokkien pintaverkkojen tulee siis olla yhtenevét niiden vélisella rajapinnalla.

Esimerkiksi kuvassa 3.3 on esitetty yksikkOympyra jaettuna blokkeihin, jotka on
verkotettu. Kuvassa 3.4 on blokeista syntyvé nelikulmioverkko, joka on rakenteellinen

kunkin blokin sisalla.

3.4 Pursotusmenetelmat

Tietylla lailla sadnnolliset alueet voidaan verkottaa kiyttamalld hyviksi alemmassa
dimensiossa méériteltyd pohjaverkkoa, jota voidaan pursottaa (engl. extrude, sweep)
pitkin méérittya generointilinjaa (engl. generation line). Kahdessa dimensiossa pohja-

verkkona toimii murtoviiva.
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Kuva 3.3: Yksikkoympyra jaettuna loogisesti nelikulmaisiin blokkeihin.

Kuva 3.4: Yksikk6ympyréan luotu blokeittain rakenteellinen nelikulmioverkko.
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Kolmiulotteista aluetta sanotaan [21]

e sylinterimaiseksi, jos se voidaan kuvata kaksiulotteisen verkon ja generointilinjan

avulla, ja

e kuusitahokasmaiseksi (engl. hexahedral), jos se voidaan kuvata murtoviivan ja

kahden generointilinjan avulla.

Topologisesti sylinteriméisté kappaletta kutsutaan joskus myos kaksi ja puoli -ulottei-
seksi.

Pursotusmenetelmissa luodaan generointilinjan suunnassa perakkéisille tasoille verk-
koja, jotka ovat topologisesti pohjaverkon kaltaisia. Niitd voidaankin ajatella pohjaver-
kon muunnoksina. Yhdistdmalld ndméa verkot toisiinsa muodostetaan korkeamman di-
mension elementteji. Kahdessa dimensiossa muodostuu siis yleensa nelikulmioita ja kol-
messa dimensiossa kuusitahokkaita ja prismaelementteja. Menetelmalld voidaan tuot-
taa rakenteellisia verkkoja, jos pohjana kaytettéava verkko on rakenteellinen.

Joskus tilanne voi kuitenkin olla niin sanotusti degeneroitunut. Esimerkiksi jos vii-
vaa pyorédytetadn toisen padtepisteensa ympari, ei lahelle keskustaa synny nelikulmioita
vaan kolmioita. Téllaisessakin tapauksessa verkko voidaan yhtéloita ratkaistaessa kasi-
telld rakenteellisena esimerkiksi asettamalla ldhinna pyorédhdysakselia olevien element-
tien pinta-alat nolliksi. Tdmén on kuitenkin havaittu joissain tapauksissa hidastavan
konvergenssia ja lisiévin ratkaisun virhetté akselin ldheisyydessd [25].

Menetelmén ldhtotiedoiksi tarvitaan siis pohjaverkko ja jonkinlainen esitys verko-
tettavan alueen muista reunoista. Yksinkertaisissa tilanteissa voi olla kiytossa kuvaus,
jonka avulla voidaan méarata sekd reunojen etta sisépisteiden paikat. Téllaisia tilan-
teita ovat esimerkiksi suora pursotus jonkin vektorin suuntaan ja pyoraytys maarityn
akselin ympéri.

Yleisemmassd tapauksessa ongelmaksi muodostuu sisépisteiden sijoittelu [29]. Erés
perinteinen pursotuksen toteutustapa on verkottaa myos pursotetun objektin generoin-
tilinjan suuntaiset reunat rakenteellisella verkolla [36]. T&ll6in reunapisteiden projektio
tasolta toiselle tunnetaan, ja sen avulla voidaan méarata myos sisdpisteiden projektiot
esimerkiksi keskiarvoina tunnetuista projektiovektoreista. Staten ym. [61] kiyttavit
reunapisteet sisaltavad apuverkkoa, jonka avulla sisédpisteet interpoloidaan reunapis-
teista kullakin tasolla.

Tasoille luotuja verkkoja voidaan joutua silottamaan luvussa 4.1 esiteltéavilld mene-
telmilld elementtien laadun parantamiseksi. Muun muassa Knupp [31] esittdd muunnos-
menetelman, joka perustuu Winslow-silotukseen, mutta pyrkii kuitenkin sdilyttaméan

muunnettavan verkon mahdollisimman muuttumattomana.
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Pursotusmenetelmélld voidaan varsin helposti verkottaa alueita, joiden topologia
on sylinteriméinen tai kuusitahokasmainen. Esimerkiksi virtauslaskennassa tyypilliset
putkimaiset geometriat voidaan verkottaa talla menetelmalla. Kuvassa 3.4 on esimerkki
yksikkOympyraan luodusta nelikulmioverkosta. Siitd saadaan pursottamalla blokeittain

rakenteellinen kuusitahokasverkko, jonka yksi kerros on esitetty kuvassa 3.5.

;

HHINH
IR NN

[
IHk

Kuva 3.5: Yksikkéympyrén nelikulmioverkkoa pursottamalla saatu kuusitahokkaista

muodostuva kiekko.

Toinen pursotuksen sovellus on rakenteellisen kerroksen luominen laskenta-alueen
reunoille. Pintaverkkoa voidaan pursottaa jonkin matkaa alueen sisdén, minka jalkeen
loput alueesta voidaan verkottaa rakenteettomalla verkolla. Reunojen ldhelle saadaan
nain kerros hyvéalaatuisia elementteja. Pursotus tehdédén yleisesti pinnan normaalin
suuntaan, mutta se vaatii varovaisuutta, jotta projisoidut sdrmét eivat mene ristiin.
Ristedminen estetdéan l&hteissd [26] ja [62]| suorittamalla projektiovektoreille Laplace-
tai Winslow-silotus.

Pursotus voidaan tehdd myo6s hyperbolisten osittaisdifferentiaaliyhtéloiden avulla,
kuten ldhteessd [10] esitetdén. Yhtdldiden avulla voidaan tuottaa verkkoja ldhtemél-
14 liikkeelle kdyralta (kolmessa ulottuvuudessa pinnalta) ja laajentamalla verkkoa sen
normaalin suuntaan. Menetelméssa ainoastaan alkuperdinen kayré tai pinta on kayt-
tdjan tarkasti madrattévissd. Se ei kuitenkaan haittaa, jos laskenta tapahtuu jonkin
geometrian ulkopuolisessa alueessa. Télloin on jopa hyodyllistéd, ettd kayttdjan tar-
vitsee madritelld tarkasti ainoastaan yksi pinta. Hyperbolisella menetelmélla tuotetun

verkon sdrmét ovat yleensa ldhes kohtisuorassa toisiaan vastaan.
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3.5 Delaunay-tyyppiset menetelmat

Taman luokan menetelmét ovat ehdottamasti suosituimpia rakenteettomien kolmio- ja
nelitahokasverkkojen generoimiseksi [39]. Siksi niité késitellddn tdssd hieman muita me-
netelmatyyppeja laajemmin. Kolmio- ja nelitahokasverkoista kiytetdan téassd luvussa
yhteisnimitystd kolmiointi, koska se on Delaunay-tyyppisten menetelmien yhteydessa
kirjallisuudessa varsin yleistd. Menetelmét perustuvat Voronoi-kaavioihin ja erityisesti

niiden duaaliin, Delaunayn kolmiointiin.

Maaritelma 3.1 Olkoon solmujoukko S annettu, ja olkoot p,q € S. Maéritellaédn
puolitaso H(p, q) = {z | d(p,z) < d(g,x)}, missé d(-, -) on pisteiden euklidinen etéisyys.
Nyt solmun p Voronoin solu (solmujoukon S suhteen) on joukko [2]

Vip)= () H(pq)

q€S,q#p

Solmujoukon Delaunayn kolmiointi saadaan yhdistdmalla annetussa solmujoukossa
ne solmut, joiden Voronoin solut ovat toistensa naapureita.

Olkoon d avaruuden dimensio. T&lléin tiedetéén [19], ettd mikéli solmujoukko ei
sisalla d + 2 samalla pallonkuorella sijaitsevaa solmua, duaali on yksikasitteinen ja
muodostuu pelkistdan kolmioista (nelitahokkaista). Muussa tapauksessa duaalissa voi
olla muitakin konvekseja monikulmioita, jotka taytyy pilkkoa kolmioinnin muodosta-

miseksi. Tadma jako ei endd ole yksikasitteinen.

3.5.1 Delaunayn kolmioinnin ominaisuuksia

Annetun solmujoukon Delaunayn kolmioinnilla on useita erityisominaisuuksia. Kol-

mioinnin karakterisoi niin sanottu Delaunayn ehto.

Maaritelma 3.2 Kolmiointi on Delaunay, mikéili kuhunkin elementtiin liittyva avoin

ympéroiva pallo ei sisélla yhtaan kolmioinnin solmupistetté [21].

Kuvassa 3.6 on kaksi saman solmujoukon kolmiointia. Vasemman puoleisessa kol-
mioinnissa nuolella merkitty solmu rikkoo Delaunayn ehtoa. Oikeanpuoleinen kolmioin-
ti sen sijaan on Delaunay.

Kolmiointi on tietyssid mielessd optimaalinen kaikista annetun solmujoukon kol-
mioinneista. Piirretdén esimerkiksi kaikkien kolmioinnin elementtien ympéarille pienin

mahdollinen pallo. Jos nyt etsitddn suurin kuhunkin kolmiointiin liittyvisté téllaisista
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palloista, niin Rajan [44] osoittaa, ettd milladn muulla kolmioinnilla se ei ole pienempi
kuin Delaunayn kolmioinnilla. Tulos pétee dimensiosta riippumatta.

Kaksiulotteisessa tapauksessa pétee vahvempiakin tuloksia [19, 54]: kaikista an-
netun solmujoukon kolmioinneista Delaunayn kolmiointi myo6s maksimoi pienimmén
kolmioinnissa esiintyvin kulman ja minimoi suurimman ympéaréivan pallon séteen.

Kolmessa ulottuvuudessa on kuitenkin yliméaraisia ongelmia. Delaunayn ehdon
tayttavassa verkossa voi nimittéin olla kuvan 2.5 kaltaisia lastuja, jotka on poistettava
verkosta jollakin luvussa 4.1 esiteltavilla menetelmallé.

Rajan esittdda myos riittdvan ehdon sille, ettd kolmiointi on Delaunay. Néin on,
mikéli kolmioinnin jokainen elementti siséltéé sithen liittyvan ympéroivan pallon (katso
méaaritelmé 2.2) keskipisteen. Kaksiulotteisessa tapauksessa ehto on yhtépitdvaéd sen

kanssa, etté kolmiossa ei ole tylppid kulmia.

3.5.2 Delaunay-verkon luominen

On olemassa useita erilaisia algoritmeja, jotka pyrkivit luomaan Delaunayn ehdon tayt-
tavia verkkoja. Kuten edelld esitettiin, annetun solmujoukon Delaunayn kolmiointi on
tietyin edellytyksin yksikasitteinen. Menetelmét eroavatkin toisistaan lahinné reunojen
késittelyssé ja siind, kuinka verkon sisdsolmut oikeastaan luodaan.

Teoriassa verkotus voitaisiin suorittaa luomalla verkotettavaan alueeseen joukko
solmuja, muodostamalla solmujoukon Voronoin kaavio ja yhdistdmalld solmut, joiden
Voronoin solut ovat naapureita. Tamé ei kuitenkaan ole osoittautunut kiytédnndssa
tehokkaaksi tavaksi [18].

Toinen tapa on lisdta solmut yksitellen niin sanotun Delaunayn ytimen (engl. De-

Kuva 3.6: Kaksi saman solmujoukon kolmiointia, joista oikeanpuoleinen on Delaunay.
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launay kernel) avulla. Tata kutsutaan inkrementaaliseksi menetelméksi, tai joissain
léhteisséd Boyerin tai Watsonin algoritmiksi.

Delaunayn ydin on lokaali operaatio, josta seuraa 7;.1 = 7; — Cp + Bp. Jos liséit-
tavit solmut ovat aina kolmioinnin sisélld, puhutaan redusoidusta inkrementaalisesta

menetelméasta ja talloin

e P on liséttdva solmu
e 7, on kolmiointi vaiheessa i
e Cp on ne elementit, joiden ympéroiva pallo sisaltdd P:n

e Bp on ne elementit, jotka muodostuvat, kun P liitetdan joukon Cp ulkosdrmiin
(tahkoihin).

Néin on mahdollista tehdé, koska Cp:n ulkoreunat ovat aina nikyvissd P:sté [20]. Syn-
tyvé kolmiointi on Delaunay [19].

Mikéli P ei ole kolmioinnin sisélld, Delaunayn ydin maéaritelladan hieman eri tavalla.
Kaytannossa verkotettava alue voidaan kuitenkin ympéaroida laatikolla, joka jaetaan
sopivasti kolmioihin tai nelitahokkaisiin. Tamén jélkeen padstddn kayttdméaan inkre-
mentaalisen menetelmén redusoitua versiota.

Kuvissa 3.7 ja 3.8 on esitelty inkrementaalisen menetelmén kayttoa yksikkonelion
verkottamiseen. Ensin luodaan niin sanottu tyhja verkko, joka ei sisdlld lainkaan sisé-
solmuja. Tamén jalkeen solmuja luodaan jollakin kriteerilla huonoimmiksi valittujen
elementtien ymparoivien pallojen keskipisteisiin.

Kuvan 3.7 tyhjan verkon kaikkien muiden kuin kulmissa sijaitsevien elementtien
ymparoivat pallot ovat tilanteen sddnnollisyyden vuoksi samat. Jokin kyseisisté ele-
menteistd on laadultaan huonoin, ja ensimmaéinen sisdsolmu luodaan nelion keskipis-
teeseen. Muut kuin kulmissa sijaitsevat elementit puretaan, ja alueeseen luodaan uudet
kolmiot liittdmalla uusi solmu syntyneen tyhjén alueen ulkosérmiin. Lopputulos néh-
déan kuvassa 3.8 vasemmalla.

Seuraavassa vaiheessa huonoimpia ovat kulmissa sijaitsevat elementit. Uudet solmut
lisdtdan niiden ympéaroivien pallojen keskipisteisiin aivan kuten edelld. Tulos nédkyy
kuvan 3.8 keskella.

On my6s muita tapoja luoda verkkoon lisattavéit solmut. George [19] ym. esitté-
vat tavan, jossa lahdetddn liikkeelle tyhjan verkon reunoilta. Kullekin reunasolmulle
voidaan maarittaa arvo hg,. keskiarvona siihen liittyvien sdrmien pituuksista. Tamén

jilkeen verkon sisdsdrmille voidaan luoda solmuja siten, ettd niiden etaisyydet nou-
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Kuva 3.7: Yksikkonelion tyhja verkko. Nelion kukin reuna on jaettu kolmeen yhta

pitkdan sdrméaéin. Elementtien ymparoivat pallot on merkitty katkoviivoin.

Kuva 3.8: Inkrementaallisella menetelmélld luotuja verkkoja, kun neliossé on yksi, viisi

ja kymmenen sisdsolmua.
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dattavat mahdollisimman hyvin méarattya jakaumaa, joka vaihtuu jossakin mielessa
tasaisesti arvosta hj,.; arvoon hy,.o reunalta toiselle siirryttédessa.

Inkrementaalinen menetelméa voidaan toteuttaa myos niin sanotun Lawsonin algo-
ritmin avulla. Menetelmé perustuu elementtien lokaaleihin muunnoksiin [54]. Esimer-
kiksi kaksiulotteisessa tilanteessa uuden solmun siséltavéd kolmio jaetaan kolmeen uu-
teen kolmioon siten, ettd uusi solmu on kaikkien kolmioiden kérkipiste. Témaéan jalkeen
uusien kolmioiden ja niiden naapureiden sisélla tehdédéan tarpeen mukaan luvussa 4.1.1
esitettivid diagonaalimuunnoksia niin, etté kaikki alueen kolmiot tayttavit Delaunay-
ehdon.

Lawsonin menetelmé ei ole herkka pyoristysvirheille, koska verkko on menetelmén
kaikissa vaiheissa kuitenkin laillinen. Aiemmin esitetyssid menetelméssé taas pyoristys-
virheet voivat johtaa tilanteeseen, jossa elementtien poistaminen johtaa epéayhtenéisen
alueen syntymiseen. Esimerkiksi kuvan 3.7 tapauksessa néin voisi helposti kiydéa, kos-
ka useiden elementtien ymparoiviat pallot ovat samat. Uuden solmun lisédminen hy-
vin ldhelle kyseisen pallon reunaa voisi nyt helposti aiheuttaa pyoristysvirheita, jotka
johtaisivat jonkun elementin poistamatta jadmiseen. Kun uusi solmu tdmén jalkeen

yvhdistettaisiin alueen ulkosdrmiin, ei syntyva verkko endéa olisi sallittu.

3.5.3 Reunojen kisittely

Joskus verkotuksessa ldhdetédan liikkeelle siitd, ettd alueen reunat on annettu reunasér-
mien tai pintaverkon avulla. Téll6in yleensi vaaditaan, ettd annetut sarmét (ja tahkot)
sisaltyvit myos lopulliseen verkkoon.

Reunalla olevat solmut saadaan liséttya kolmiointiin inkrementaalisen menetelmén
avulla. Solmujen lisddminen ei kuitenkaan takaa, ettd verkko siséltdisi myos annetut
sdrmét, eikd sdrmien esiintyminen verkossa vield takaa tahkojen olemassaoloa [19].

Reunojen siséllyttamiseksi syntyviaan kolmiointiin voidaan kéyttda lahinnd kahta
taktiikkaa:

e pilkotaan sdrmié ja tahkoja pienempiin osiin, jotka on helpompi siséllyttaé kol-
miointiin tai

e modifioidaan verkkoa lokaalisti ja pakotetaan reunat mukaan verkkoon.

Ensimmaista tapaa sovellettaessa alkuperéiset reunat eivéit esiinny verkossa sellai-

senaan vaan paloiteltuina. Tamé& on ongelma esimerkiksi silloin, jos verkko on tarkoitus

liittaa toiseen verkkoon, koska verkkojen pintojen taytyisi talldin olla yhtenevét.
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Toinen tapa johtaa yleensa verkkoon, joka ei lokaalisti tédytd Delaunayn ehtoa. Kak-
siulotteisessa tilanteessa reunat kuitenkin saadaan aina néin pakotettua verkkoon, kos-
ka mista tahansa annetun solmujoukon konveksin peitteen kolmioinnista voidaan muo-
kata peitteen mielivaltainen toinen kolmiointi luvussa 4.1.1 esitettavaé diagonaalimuun-
nosta kiayttamalla [19].

Kaksiulotteinen verkotus voidaan siis suorittaa seuraavasti:
Algoritmi 3.1 Kaksiulotteinen Delaunay-verkotus inkrementaalisella menetelmalla.

e Ymparoidaan verkotettava alue suorakulmiolla, joka jaetaan kolmioihin.
e Lisdtddn annetut reunasolmut inkrementaalisen menetelméan avulla.

e Suoritetaan muodostuneessa verkossa lokaaleja muunnoksia, joiden avulla anne-
tut reunasérmét pakotetaan verkkoon. Reunat voidaan siséllyttaa verkkoon myos
lisaamallé solmuja puuttuville séarmille. Ndin saadaan muodostettua verkotetta-

van alueen tyhja verkko.
e Poistetaan verkotettavan alueen ulkopuoliset kolmiot.

e Tihennetddn verkkoa, kunnes annetut laatukriteerit tayttyvét.

Kolmiulotteiseen tapaukseen liittyy kuitenkin huomattavasti enemmén ongelmia.
Kaikkia monikulmioita ei esimerkiksi voida jakaa nelitahokkaisiin lisdéaméttd niiden
sisille solmuja. Yksinkertainen esimerkki téllaisesta monikulmiosta on niin sanottu
Schonhardtin monikulmio eli kierretty prisma, joka on esitetty kuvassa 3.9. Monikul-
mio on lokaalisti konkaavi prisman nelikulmiosivujen lavistdjéin kohdalla. Valittiinpa
prismasta mitkéa tahansa neljd solmua, on kahden niista vélissa jokin téllainen sarma.
Solmuista ei siis voida muodostaa nelitahokasta, joka olisi tdysin monikulmion sisalla.

Yleisesti siis kiinnitetyn solmujoukon avulla ei valttaméattd voida muodostaa ne-
litahokasverkkoa, jonka reunat muodostuisivat halutuista kolmioista. Algoritmin 3.1
tyhjén verkon muodostaminen ei siis valttamatté onnistu lisiamattéa alueeseen sisésol-
muja.

Edelleen, padtosongelma "voidaanko annettu monikulmio osittaa nelitahokkaisiin il-
man sisdsolmuja” on NP-tdydellinen, ja ongelma "voidaanko annettu monikulmio osit-
taa nelitahokkaisiin korkeintaan k:n sisdsolmun avulla” on NP-kova [46]. TAma4 ei kui-
tenkaan esté kehittamasta heuristisia menetelmié, joiden avulla reunoja voidaan yrittaa

pakottaa mukaan verkkoon (katso esim. [18, 19]).
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Kuva 3.9: Schonhardtin monikulmio, jota ei voida jakaa nelitahokkaisiin lisadmétté sen

sisdlle solmuja.

3.6 Quadtree ja octree

Quadtree- ja octree-menetelmét perustuvat verkotettavan alueen ympéaroimiseen sédan-
nolliselld muodolla, jota jaetaan rekursiivisesti samanlaisiin pienempiin osiin eli so-
luihin. Kaksiulotteisessa tapauksessa alue ympéarodiddan suorakulmiolla, joka jaetaan
neljédn samanlaiseen osaan. Kolmiulotteisessa tapauksessa alue vastaavasti ympéaroi-
daan suorakulmaisella sarmiolld, joka jaetaan kahdeksaan osaan. Jakoa jatketaan niin
kauan, ettd tietty lopetusehto tayttyy.

Lopetusehto voidaan maarittaéd esimerkiksi kiinnittdmaélla rekursion tuleva syvyys
etukéteen [53]. Talloin verkotettavan alueen reunalla sijaitsevien solujen jakamista jat-
ketaan, kunnes maksimisyvyys on saavutettu. Jos reuna on annettu diskreetissd muo-
dossa, niin tihentdminen voidaan lopettaa, kun kukin solu sisaltdd endd yhden reu-
nasolmun [21]. Téamén jalkeen jakoa voidaan vield tasapainottaa jatkamalla jakamista
niin kauan, ettd naapurisolujen syvyydet eroavat toisistaan korkeintaan yhdella [20].
Esimerkiksi kuvan 3.10 tilanteessa oikean yldnurkan solu tulisi jakaa vield kertaalleen,
koska sen alapuolella on soluja, jotka ovat sité kaksi tasoa syvemmalla.

Lopuksi verkotettavan alueen ulkopuoliset solut voidaan poistaa ja loput voidaan
jakaa kolmioihin (nelitahokkaisiin). Verkon solmupisteitd ovat télloin syntyneen jaon
solujen nurkkapisteet. Kuhunkin soluun syntyvéit elementit méaraytyviat sen mukaan,
montako solmua solun reunoilla on ja kuinka ne sijoittuvat toisiinsa ndhden. Reunoilla
sijaitsevat solut vaativat erityiskasittelyd, jotta reuna tulisi mahdollisimman tarkoin

otetuksi huomioon. Tama on tehtava huolellisesti, jotta reunojen lahistolle ei syntyisi
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Kuva 3.10: Erés kaksiulotteinen geometria ja siihen liittyvad tasapainottamaton jako

quadtree-menetelmaéssa.

huonolaatuisia elementteja.

Menetelmén nimi johtuu siitd, ettd jako voidaan helposti esittdd puurakenteena.
Siin& puun juuri on alkuperéinen nelikulmio tai kuusitahokas ja kunkin solmun lapset
vastaavat siitd jakamalla syntyneitd pienempia alueita. Lapsia on siis kaksiulotteisessa
tapauksessa neljé ja kolmiulotteisessa tapauksessa kahdeksan. Puurakennetta voidaan
kiyttaa tehokkaasti hyviksi verkon generointiin ja laskentaan liittyvissd operaatioissa,
joissa tarvitaan tietoa tiettyyn alueeseen liittyvésta solusta tai tietyn solun naapureista
[53].

Menetelmén huonona puolena voidaan pitda sitéd, ettd se ei ole kiertoinvariantti
vaan lopputulos riippuu vahvasti siitd, missé asennossa kappale kiytettavassa koordi-
naatistossa esitetdan. Menetelmén tuottama verkko on rakenteeton.

Mitchell ja Vavasis [37] esittévit octree-pohjaisen menetelmén, joka tuottaa hy-
vin muodostuneita nelitahokasverkkoja. Verkot eivit kuitenkaan téyta edella esitettya

Delaunay-ehtoa.
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3.7 Advancing front

Advancing front on yleisnimitys sellaisille menetelmille, joissa verkon luominen tapah-
tuu jonkinlaisen etenevin rintaman avulla. Rintama syntyy, kun jo verkotetun alueen
reunalta valitaan niin sanottu lahtoalue (engl. departure zone), johon liittyen luodaan
uusia elementtejé joko vanhojen solmujen avulla tai luomalla uusia [20]. Tarkoituksena
on luonnollisesti muodostaa jossakin mielessd optimaalisen muotoisia elementteja. Me-
netelmien tuottamat verkot ovat rakenteettomia. Muodostettavan verkon solmujoukko
voi olla kiinnitetty etukdteen, esimerkiksi jos menetelmad kiytetdén jonkinlaiseen lo-
kaaliin uudelleenverkotukseen [14, 34]. Télloin uudet elementit voidaan luoda esimer-
kiksi siten, ettd ne tayttavit luvussa 3.5.1 esitetyn Delaunayn ehdon.

Toisaalta solmut voidaan luoda samalla, kun rintama etenee [42]. Téll6in solmujen
sijoittelulla péadstdén suoraan optimoimaan jotain tiettyéd laatukriteerid. Néin toimit-
taessa taytyy kuitenkin erityisesti varmistaa, ettd luotava solmu ei ole verkotettavan
alueen ulkopuolella eikd minkdén olemassa olevan elementin sisélla.

Kun olemassa olevan rintaman yhteen tai useampaan sarméaén (kolmessa ulottuvuu-
dessa tahkoon) liittyen luodaan elementtejé, taytyy rintamaa luonnollisesti paivittaa.
Télloin sdrmét (tahkot), joihin ei endéd ole mahdollista liittdd elementtejé, poistetaan
rintamasta. Mikili elementtié luotaessa syntyy uusia sarmié (tahkoja), ne liitetdén rin-
tamaan. Menettelyé jatketaan, kunnes rintama on tyhja. Alue on talloin verkotettu.

Kun menetelméé sovelletaan kolmio- tai nelitahokasverkkojen luomiseen, tarvitaan
uuden elementin luomiseksi pohjasidrmén (tahkon) lisiksi korkeintaan yksi uusi solmu.
Uusia solmuja ei tarvita lainkaan, jos rintamasta loydetddan kaksi sdrméé (tahkoa),
jotka jo valmiiksi ovat sopivassa asennossa toisiinsa néhden.

Kolmessa ulottuvuudessa ongelmia aiheuttaa se, ettd rintamien véliin voi muodos-
tua hyvin monimutkaisia tyhjia alueita. Voi syntyé tilanteita, joissa alueeseen taytyy
luoda uusia solmuja ennen kuin siihen voidaan lainkaan muodostaa nelitahokkaita.
Ongelmaksi muodostuu télléin uusien solmujen sijoittelu.

Rees [45] esittdd advancing front -ldhestymistapaan perustavan menetelmén, jolla
voidaan luoda lahes pelkistéd nelikulmioista muodostuvia rakenteettomia kaksiulotteisia
verkkoja. Menetelmé etenee alueen reunoilta kohti sen keskustaa. Kolmioelementtejé
luodaan vain, jos mahdollisten nelikulmioiden laatu on alle kdyttdjan antaman tole-
ranssin. Tamén vuoksi kolmiot syntyvét yleensd kauas alueen reunoista, ja reunojen

ldhelle syntyy hyvalaatuisia nelikulmioelementteja.
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Paving ja plastering

Eréds advancing front -ajattelutavan sovellus on paving. Se on algoritmi nelikulmioista
muodostuvan verkon luomiseen. Se toteutettiin alun perin kahdessa ulottuvuudessa,
mutta on mychemmin yleistetty myos kolmiulotteisille pintaverkoille [64].

Menetelmésséa verkotettavan alueen reunaa kiertdd yksi tai useampia silmukoita.
Esimerkiksi jos pinta siséltdé reidn, voi toinen silmukka kiertdd pinnan ulkoreunaa ja
toinen reian ympéarysta.

Silmukoita pitkin luodaan nelikulmaisista elementeistd muodostuvia riveja. Néin
muodostuu rintamia jotka edetessdan tayttavat verkotettavan pinnan. Kun rintamat
kohtaavat, ne taytyy sovittaa toisiinsa. T&ll6in voi syntyé uusia silmukoita tai silmukat
voivat yhdistya.

Lober ym. [35] mainitsevat joitakin menetelmén vahvuuksia. Menetelmén muodos-
tama verkko on hyvilaatuinen erityisesti reunojen lahettyvilld, eikéd lopputulos riipu
pinnan asennosta avaruudessa. Menetelméd on myos osoittautunut joustavaksi tilan-
teissa, joissa siirrytadan karkeammasta verkosta tiheimpaéan. Tama tekee siitd soveliaan
verkon adaptiiviseen tihentdmiseen.

Owenin [39] mukaan menetelmédd on yritetty yleistdd myos kolmiulotteisen sisé-
verkon luomiseen. Tekniikkaa kutsutaan nimelld plastering. Siinéd ldhdetdan liikkeelle
alueen reunalta ja luodaan kuusitahokaselementteja projisoimalla nelikulmioita kohti
alueen keskustaa. Algoritmin ongelmaksi muodostuu kuitenkin se, ettd alueen keskus-
taan voi jaadd monimutkaisen muotoisia tyhjia alueita, joita ei valttadmatta edes voida
tayttaa pelkilld kuusitahokkailla. Menetelmé ei olekaan osoittautunut sellaisenaan ko-

vin toimivaksi yleisessd tapauksessa.
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4 Verkkojen muokkaus ja parantaminen

Automaattiset verkon generointialgoritmit voivat tuottaa huonolaatuisia elementtejé,
jotka liséavét ratkaisun numeerista virhetté ja voivat huonontaa konvergenssia. Tamén
vuoksi verkon generointiin liittyy usein myos verkon parantamisvaihe. Elementtien laa-
dun parantamista kutsutaan usein verkon silotukseksi (engl. smoothing).

Ratkaisun tarkkuutta huonontaa myos se, jos verkko on liian harva sellaisilla alueil-
la, missé ratkaisussa tapahtuu nopeita muutoksia. Parempaan ratkaisuun voidaankin
pyrkiad arvioimalla saadun ratkaisun virhettd elementeittdin ja tihentdmaélla verkkoa
sielld, missé virhetté esiintyy eniten. Téllaista menettelyd kutsutaan verkon adaptiivi-

seksi tihentdmiseksi (engl. adaptive mesh refinement).

4.1 Verkon silotus

Verkon silotusmenetelmét voidaan jakaa karkeasti kahteen luokkaan: menetelmét, jotka
muuttavat verkon topologiaa ja menetelmét, jotka ainoastaan muuttelevat solmupis-

teiden paikkoja.

4.1.1 Topologiset muutokset

Verkosta voidaan pyrkid hévittdmaén huonoja elementtejé lisiamalla solmuja sopiviin
paikkoihin ja suorittamalla verkotus lokaalisti uudelleen. Esimerkiksi Li [32] kiytt&a
pisteiden lisdysta algoritmissaan, jonka avulla Delaunay-verkosta voidaan poistaa las-
tut. Lisdysalgoritmi on kuitenkin suunniteltava huolellisesti, koska pisteiden lisddminen
voi synnyttad uusia huonoja elementteja.

Jo olemassa olevista solmupisteistédkin voidaan muodostaa elementteja usealla eri
tavalla. Esimerkiksi kaksiulotteisessa kolmioverkossa vierekkiiset kolmiot muodostavat
nelikulmion. Mikéli nelikulmio on konveksi, kolmioiden yhteinen sirméa muodostaa sil-
le diagonaalin. Télloin voidaan soveltaa kuvassa 4.1 esitettédviaa diagonaalimuunnosta
(engl. diagonal swap, edge swap). Muunnoksessa poistetaan kolmioiden yhteinen sér-
mé ja lisdtadn sdrmé kahden muun solmun viliin, jolloin saadaan toinen tapa jakaa

kyseinen nelikulmio kolmioiksi.
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Kuva 4.1: Diagonaalimuunnoksen periaate.

Kolmiulotteisen nelitahokasverkon tapauksessa on tutkittava viiden solmun muo-
dostamia ryhmid. Ryhméan solmut voivat sijaita toisiinsa ndhden viidella eri tavalla,
joista kahdessa on mahdollista soveltaa jonkinlaista lokaalia muunnosta [23]. Niin sa-

nottua 2-3 muunnosta on havainnollistettu kuvassa 4.2.

Kuva 4.2: Viidestd sopivasti sijaitsevasta solmusta voidaan muodostaa joko kaksi tai

kolme nelitahokasta.

Joe [23] esittaé algoritmin, joka muunnosten avulla parantaa verkon elementtien
laatua ja poistaa lastuja. Muunnoksia voidaan télléin kuitenkin joutua soveltamaan
useita kertoja perdkkéiin siten, etté elementtien laatu véliaikaisesti laskee.

Elementteji voidaan myos osittaa tai yhdistelld. Néin voidaan pyrkia lisddmaéaén tie-
tyn tyyppisten elementtien méaaraé verkossa. Esimerkiksi Staten ja Canann [60] pois-
tavat nelikulmioverkon tihentédmisessad syntyvéat kolmiot yhdistelemélla niistd nelikul-
mioita. Elementtejé jakamalla syntyvat elementit eivit useinkaan ole laadultaan kovin

hyvié, varsinkaan jos jakamista suoritetaan useita kertoja perdkkéin.
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4.1.2 Laplace-silotus

Yleiskayttoisyytensa ja helpon toteutettavuutensa ansiosta Laplace-silotus eri muodois-
saan on erds yleisimpié silotusmenetelmid [30]. Menetelmén perusmuodossa kukin sol-
mupiste siirretddn sen naapurisolmujen geometriseen keskipisteeseen. Téta toistetaan
iteratiivisesti, kunnes haluttu kriteeri on saavutettu. Naapurisolmuja voidaan myos
painottaa esimerkiksi niihin liittyvien elementtien pinta-alojen mukaisesti, tai kiyttaa
naapurisolmujen sijasta viereisten elementtien keskipisteité |7]. Operaatiot ovat lokaa-
leja, laskennallisesti helppoja, ja ne on maaritelty myos kolmessa ulottuvuudessa.
Rakenteellisille verkoille menetelmén perusmuoto voidaan johtaa Laplace-yhtdlon

ratkaisusta [30]. Menetelmé voidaan ndhdd myds yhtaloryhmien

> (wi—x) =0 > (wi—y) =0 (ja > (z—2)=0)

iEN]‘ iEN]‘ ’iENj

iteratiivisena ratkaisemisena. Téssd z;,y; ja 2z; ovat solmun j koordinaatit, N; on sol-
mun j naapurisolmujen indeksien joukko, ja j kiy lapi kaikki verkon sisédsolmut.

Koska menetelmit eivit pisteiden sijoittelulla pyri kuitenkaan maksimoimaan mi-
taan tiettyja laatukriteereitd, niiden toiminta yleisesséd tapauksessa on pikemminkin
heuristista [17]. Usein verkon laatu titd menetelméé soveltamalla paranee, mutta vélt-
taméattd néin ei kuitenkaan kéy [7]. Menetelmén soveltaminen ilman eksplisiittisid tar-
kistuksia voi jopa johtaa elementteihin, joiden pinta-ala (tilavuus) on negatiivinen.
Ongelmallisia ovat erityisesti alueen konkaavit reunat, joiden kohdalla syntyy helposti
nurjia elementtejé, ja joiden ldheisyyteen myos pyrkii kasaantumaan pisteité.

Silotus ei myoskadan vélttaméatta siilytd verkkojen Delaunay-ominaisuutta. Tamé
on ongelma erityisesti, jos verkkoa halutaan myShemmin tihentdd menetelmalld, joka
toimii ainoastaan Delaunay-verkoilla. Ongelma voidaan kuitenkin kiertda suorittamalla

solmujen siirtdminen seuraavasti [13]:

e Lasketaan solmun uusi sijainti x*.

e Tutkitaan sailyttadako solmun siirto uuteen paikkaan Delaunay-ominaisuuden.

- Jos sdilyttad, niin siirretdén solmu pisteeseen x*.

- Jos ei sailytd, niin poistetaan solmu, kolmioidaan alue lokaalisti uudelleen

ja lisdtadn solmu pisteeseen x* Delaunayn ytimen avulla.

Menetelméa voidaan jalostaa siirtdmalld solmu uuteen paikkaan vain, jos tietyt

chdot tayttyvit (katso esim. [8]). T&lloin puhutaan rajoitetusta Laplace-silotuksesta
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(engl. constrained Laplacian smoothing). Talloin voidaan varmistaa, etté siirto ei syn-

nytd nurjia elementteja tai muuten tee verkosta huonompaa.

4.1.3 Winslow-silotus

Winslow [65] on esittdnyt menetelmén rakenteellisen kolmioverkon generoimiseksi yh-
taloiden (3.1) avulla. Knupp [30] yleistdd menettelyn myos rakenteettomille verkoille,
joiden solmut eivét sijoitu mihinkdan esimerkin 3.2 kaltaiseen kiyraviivaiseen koordi-
naatistoon. Menetelmésséa approksimoidaan yhtéloitd lokaalisti differenssimenetelmél-
14 ja ratkaistaan syntynyt epélineaarinen yhtaléryhmé. Hén johtaa kaavat rakenteetto-
man nelikulmioverkon tapauksessa ja hahmottelee vastaavaa menettelya kolmioverkoil-
le. Han toteaa, ettd Winslow-silotus ei johda nurjiin elementteihin yhta helposti kuin
Laplace-silotus.

Menetelmé toimii sellaisenaan ainoastaan kahdessa ulottuvuudessa, koska diskreti-
soinnissa tarvittavaa "kiertosuuntaa” ei voida maarittda kolmessa ulottuvuudessa. Dis-
kretisointi voidaan kuitenkin tehd& elementtimenetelmélld samaan tapaan kuin viit-

teessa [1].

4.1.4 Optimointiin perustuva silotus

Kayttamalla optimointia solmupisteiden sijoittelussa voidaan taata, ettd verkon laatu
todella paranee ja verkko séilyy sallittuna [7]. Optimointi voidaan tehd& globaalisti eli
optimoimalla kerralla kaikkien liikuteltavissa olevien solmupisteiden paikkoja, mutta
tallaiset menetelmét ovat usein laskennallisesti hyvin raskaita. Toisaalta elementtejé
voidaan parantaa lokaalisti huonousjarjestyksessé, kunnes verkon huonoinkin elementti
tayttda annetut vaatimukset.

Jos verkon laatua mitataan sen huonoimman elementin laadulla, on optimointiteh-
tava muotoa

max min
1in Q

missd 0 < Qx < 1 on elementin K laatu. Funktion tarkka lauseke riippuu luonnollisesti
kiytetysta laatukriteerista.

Zavattieri ym. [66] kiyttavat myos differentioituvaa versiota
min Z( 1—Qk)?
K

mutta heiddn tuloksensa eivit osoita siitd saatavan juurikaan hyotya verrattuna huo-

lellisesti implementoituun epésileddn optimointiin. Testiesimerkkien avulla he my6s to-
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teavat, ettd lokaaliin optimointiin riittdd ottaa mukaan solmut, jotka ovat enintdén
yvhden tai kahden sdrmén pédssd huonoimmasta elementista.

Lokaali optimointi on helppo yhdistda rajoitettuun Laplace-siloitukseen, kuten Ca-
nann (8] ja Freitag [16] tekeviit. Freitag esimerkiksi kéyttad tavoitteellista laatutasoa,
jolle huonoimman elementin laatu pyritddn nostamaan. Hén esittdd menetelméstaan
nelja eri muunnelmaa, joissa solmuille suoritetaan Laplace-menetelmén mukainen siir-
to, optimointi tai molemmat perédkkéin.

Hén toteaa, etta yhdistetyilld menetelmilla padstadn jopa parempiin tuloksiin kuin
pelkélla Laplace-siloituksella tai pelkilld optimoinnilla. Menetelmien suoritus on liséksi

selkeéisti pelkkdd optimointia nopeampaa.

4.2 Tehtavasta riippuva parantaminen

Ratkaistavalla tehtévalla on suuri merkitys siihen, millainen laskentaverkon tulisi olla.
Tihedampi laskentaverkko tuottaa yleisesti ottaen tarkempia ratkaisuja, mutta samalla
se liséa tarvittavan laskennan méaaraa. Olisikin siis laskennallisesti tehokasta kayttéaa ti-
heéd laskentaverkkoa sellaisilla alueilla, joissa ratkaisussa tapahtuu nopeita muutoksia.
Aina ei kuitenkaan tiedetd etukdteen, missd téllaiset alueet sijaitsevat. Taméan vuok-
si laskenta suoritetaan joskus adaptiivisesti siten, ettd verkkoa muokataan laskentojen
valilla edellisen ratkaisun perusteella.

Saadusta ratkaisusta voidaan laskea niin sanottuja a posteriori -virhearvioita (engl.
a posteriori error estimates). Niitd voidaan kiyttda hyviksi verkon tihentémisessé ja
silotuksessa (katso esimerkiksi [4]). Virhearvion avulla voidaan muodostaa myds itera-
tiivisen ratkaisemisen lopetuskriteeri, mutta talloin arvion taytyy olla jossakin mielessa
tarkka, eli sille taytyy tuntea jonkinlaiset ala- ja ylarajat.

Virhearviot voivat perustua esimerkiksi ratkaisun residuaaliin. Suoraan ratkaisusta
laskettua gradienttia voidaan myos verrata jollakin lailla "tarkennettuun” gradienttiin.
Suoraan ratkaisusta ei nimittédin yleensé saada kovin hyvid arvioita ratkaisun gradien-
teille. Jos saatu ratkaisu on vaikkapa paloittain lineaarinen, on sen gradientti enda
paloittain vakio. Perinteinen tapa on silottaa gradienttia keskiarvoistamalla tai L?2-
projektion avulla. Zienkiewicz ja Zhu [67], [69] esittévit menetelmén, joka perustuu
arvojen laskemiseen niin sanotuissa superkonvergenssipisteissé tai muissa optimaalisis-
sa pisteissd. Niiden avulla gradientille voidaan saada kertaluokkaa tarkempi arvio, jota
he kiyttavit virhearvion muodostamiseen.

Verkon tihentdminen voidaan tehdd myos epatarkemman virheindikaattorin (engl.
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error indicator) avulla. Virheindikaattori kertoo, minké elementtien alueella ratkaisussa
esiintyy eniten virhettd. Virheindikaattori ei kuitenkaan (valttdméattéd) kerro, kuinka
suuri tama virhe on. Erilaisia virheindikaattoreita on vertailtu esimerkiksi artikkelissa

38].

Verkon paikallisesta tihentamisesta

Rakenteettomat verkot sopivat rakenteellisia paremmin verkon paikalliseen tihent&mi-
seen. Jos nimittédin jokin rakenteellisen verkon elementti jaetaan osiin, on myos sen
naapurit jaettava vastaavasti, jotta verkon rakenteellisuus séilyisi. Tihennys leviaa siis
tiettyyn suuntaan ldpi koko verkon.

Tihennys tulisi suorittaa siten, etta syntyvét elementit ovat laadultaan mahdollisim-
man hyvié. Erityistd huolellisuutta on noudatettava, mikéli verkkoa tihennetédén useita
kertoja perakkiin, kuten usein iteratiivisesti tehddan. Kolmio- ja nelitahokasverkkojen
tihennysalgoritmeja ja niiden vaikutusta syntyvan verkon laatuun késitellaan artikke-
lissa [24]. Pulakan pro gradu -tyossé [43| puolestaan kisitelldén algoritmien kiytdnnon

toteutusta ja niiden tietorakenteille asettamia vaatimuksia.
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5 Verkoilla operointi

Tassa luvussa kuvataan menetelmia, joiden avulla verkoilla voidaan suorittaa loogisia
operaatioita eli yhdisteité, leikkauksia ja poistoja. Tamén tutkielman yhteydessé toteu-
tettiin verkkojen yhdistdmisen suorittava algoritmi, jota kuvataan tarkemmin luvussa
5.1. Muiden operaatioiden mahdollisia toteutustapoja hahmotellaan lyhyesti luvussa
5.2. Lopuksi luvussa 5.3 esitelladn toteutuksessa kiytettyja tietorakenteita.
Operaatioiden periaatteita esitellidn muun muassa poikkileikkausten avulla. Léah-
totilanteen poikkileikkaus oletetaan kuvan 5.1 kaltaiseksi. Operaatioihin osallistuvat

verkot siis menevat selkeésti paallekkéain.

Tl

72

Kuva 5.1: Poikkileikkaus operaatioiden lahtotilanteesta.

5.1 Yhdiste

Parametrisoitujen pintojen leikkauskéyrin madradmisongelmaa on tutkittu varsin pal-
jon. Leikkauksen méadraavia algoritmeja on olemassa useita — myo0s tilanteisiin, joissa
pinnat ovat vain C°-jatkuvia [47]. Pintojen yhdiste taas on suhteellisen suoraviivaista

muodostaa, kun niiden leikkauskéyra tunnetaan.
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Verkoille tilanne on vaikeampi, koska madritelméan 2.1 mukainen jatkuvuus taytyy
sdilyd myos leikkauskayrélla. Yleisesti verkkojen liittdminen vaatii olemassa olevien
verkkojen purkamista liitosalueen lédheisyydessé ja jéljelle jadvien verkkojen sovitta-
mista toisiinsa.

Esimerkiksi Lo [34] esittéé algoritmin kolmioista muodostuvien pintaverkkojen yh-
distdmiseksi. Se ei késittele siséverkkoja eikd muuta pinnasta mahdollisesti annettua
informaatiota. Shostko ym. [56] lahtevét liikkeelle Lon algoritmista mutta toteavat, et-
tei kiytetty advancing front -menetelmé toimi luotettavasti kaikissa heidén esimerkeis-
sdan. Sen vuoksi he muokkaavat algoritmia siten, ettd uudelleenverkotus suoritetaan-
kin kunkin leikkauskéyralla sijaitsevan kolmion sisalla. Tama kuitenkin johtaa verkon
tihenemiseen leikkauskéyréin laheisyydessa.

Coelho, Gattass ja Figueiredo [11] taas esittavéit algoritmin, joka yhdistdé pintaverk-
koja siten, ettéd leikkauskdyrien méardamiseen kdytetddn myos pintojen parametriesi-
tysta. Lira ym. [33] laajentavat algoritmia késittelemdén useiden pintojen yhtéaikaista
leikkausta.

Hieman erilaista lihestymistapaa edustavat Cebral ym. [9]. He kiyttavit tausta-
verkkoa, jossa he asettavat skalaarifunktion kuvaamaan pisteen etaisyytta késiteltavis-
ta pinnoista. Nain pintojen leikkauksen méaaraaminen palautuu tasa-arvopinnan maa-
radmiseksi taustaverkossa.

Téssé tyossd mukaillaan lahinné 1hteiden [11] ja [34] algoritmeja. TyOssé ei aseteta
rajoituksia yhdistettdvien verkkojen tai niiden pintojen elementtityypeille. Ei myos-
kdan oleteta, ettd pinnoista olisi kiytettavissd jonkinlainen parametriesitys. Verkkojen
ei valttamatta tarvitse olla rakenteellisia, vaikka tdmén tyyppisen yhdistdmisen suurin
hyoty onkin juuri siind, ettéd verkkojen olemassa oleva rakenne pystytdén osin séilyt-
tamadn. TyOssa ei rajoituta operoimaan pelkéastdan pintaverkoilla, vaan liitetddn myos
tilavuusverkot toisiinsa.

Verkkojen yhdistdmisen periaate nakyy kuvassa 5.2. Verkkoja muokataan ainoas-
taan niiden pintaverkkojen leikkauksen (eli niin sanotun leikkauskéyran) liheisyydessé.
Télle alueelle tehdédan tilaa rakenteettomalle liimakerrokselle purkamalla molemmista
verkoista télla alueella sijaitsevat elementit. Pintaverkot liitetdén toisiinsa taté varten
suunnitellulla advancing front -tyyppisella pintaverkon generointimenetelmalla.

Poistetun alueen reunoilla olevia elementteja taytyy vield muokata siten, ettéd alueen
reunat muodostuvat ainoastaan kolmioista. Tamé tehddan kiytdnnossé elementteja
pilkkomalla. Muokattua aluetta on kuvassa merkitty tummemmalla harmaalla.

Liitosalueelle voidaan tdmén jéalkeen generoida tilavuusverkko jollakin rakenteetto-
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mia verkkoja luovalla generaattorilla. Kuvan katkoviivat kuvaavat generaattorin syct-
teend toimivaa pintaverkkoa. Syntyvia rakenteetonta liimaverkkoa on kuvassa merkitty
vaaleammalla harmaalla. Yhtendisen viivan rajaama alue séilyy kummassakin verkossa

ennallaan.

Kuva 5.2: Yhdisteen periaate poikkileikkauksena.

Yhdistdmisen eteneminen on kuvattu tarkemmin algoritmissa 5.1, ja menettelyn

yksityiskohdista kerrotaan seuraavissa alaluvuissa.
Algoritmi 5.1 Verkkojen yhdistdminen.

1. Lasketaan kummankin verkon reunasidrmien leikkauspisteet toisen verkon tahko-

jen kanssa.

2. Linkitetdan pintatahkoilla sijaitsevat leikkauspisteet paloittain lineaariseksi kéy-

réaksi.
3. Tuotetaan leikkauskéyralle uusia solmuja tietyssd mielessé tasaisin vélein.

4. Puretaan molemmista verkoista elementit, jotka leikkaavat toista verkkoa tai joi-

den ldheisyydessa on leikkauspiste.

5. Muodostetaan pintaverkkojen yhdiste, eli luodaan kolmioverkko lahtien liikkeelle

pintaverkkojen niistd sédrmisté, jotka sijaitsevat poistetun alueen reunalla.
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6. Muokataan sisdverkkojen poistetun alueen reunalla sijaitsevia elementtejé siten,

ettd niiden poistetun alueen puoleinen pinta muodostuu kolmioista.

7. Luodaan poistettuun alueeseen rakenteeton verkko yleisella rakenteettomia neli-
tahokasverkkoja luovalla generaattorilla. Syntyvésta verkosta kiytetdédn jatkossa

termia liimaverkko, koska se ikddn kuin liimaa erilliset verkon osat yhteen.

8. Yhdistetdan jaljelle jadneet verkkojen osat ja syntynyt rakenteeton verkko sa-

maan tietorakenteeseen.

5.1.1 Leikkauspisteiden mairiiminen

Kaikissa verkoilla operoinneissa tarvitaan sarmén ja tahkon leikkauspisteen méaaradvas
algoritmia. Sen tulee olla mahdollisimman nopea, koska se joudutaan suorittamaan
lukuisia kertoja, mutta samalla sen tulee olla ehdottoman luotettava. Mukavuussyista

madritellddn seuraavasti:
Maaritelma 5.1 Sarmét, tahkot ja elementit ovat suljettuja joukkoja.

Leikkauspisteiden laskemisessa voidaan nyt kiyttdd pientd toleranssia, niin etté
kaikki leikkauspisteet varmasti loydetaan. Téstéa kuitenkin seuraa, ettéd sama leikkaus-
piste voi 16ytya useammaltakin tahkolta, miké taytyy ottaa muissa algoritmeissa huo-
mioon.

Kolmiotahkon ja suoran sdrmén leikkauspistettd méarattaessa tyotd voidaan hel-
pottaa tekemalla tiettyja tarkistuksia ennen kuin leikkauspistettéa lahdetéan laskemaan.
Kannattaa esimerkiksi varmistaa, etta sarmén paatepisteet ovat kolmion solmujen maé-
raaman tason eri puolilla. Kolmion ja sérmén solmuista voidaan my6s muodostaa neli-
tahokkaita, joiden "tilavuuden” merkistéd voidaan péaatelld, onko leikkauspiste kolmion
sisalld [56].

Yleisessé tapauksessa tahkon solmut eivat kuitenkaan sijaitse tasossa, jolloin edella
mainittua testid ei voida kdyttda. Silloinkin kannattaa kuitenkin testata, ettd sdrmén
ja tahkon rajoitelaatikot (katso méadritelmé 2.4) menevét limittéin.

Varsinainen leikkauspisteiden laskeminen voidaan tehda esimerkiksi elementtimene-
telmésta tuttujen kantafunktioiden (katso esimerkiksi [68]) avulla. Tahko voidaan pa-
rametrisoida kahdella lokaalilla koordinaatilla v ja v sekd sdrmé yhdellda koordinaatilla

t. Ratkaistavaksi tulee télloin kolmen yhtalon ryhmé

N
=Y bilw)ry — B, =0 j=123 (5.1)
=1
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missé z;; on solmun 7 j:s koordinaatti, ¢; on kyseiseen solmuun referenssielementissa
liittyvé kantafunktio ja £(t); on sdrmén parametrisoinnin j:s koordinaatti. Yhtaloryh-
mé on yleisessé tapauksessa epélineaarinen.

Toteutetussa algoritmissa yhtéloryhmé ratkaistiin Newtonin menetelmélla. Resi-
duaalin r; Jacobin matriisi on 3 X 3 -matriisina varsin helposti kiddnnettavissd, joten

menetelméssa ei tarvita matriisihajotelmia.

5.1.2 Leikkauskiyrin maaradminen

Leikkauskéyralla tarkoitetaan téassé yhteydessé janoista muodostuvaa kiayraé, joka syn-
tyy, kun edella lasketut pintaverkkojen leikkauspisteet yhdistetdian jarjestyksessé toi-
siinsa. Esimerkki leikkauskéyrésta nakyy kuvassa 5.3. Kéayra liittyy luvun 6 esimerkkiin
2.

1 o
] N

\4 I
]

//i\ — 7 -
T T

Kuva 5.3: Kahden verkon leikkauskayra piirrettyna toisen verkon pinnalle.

Huomautus 5.1 Téssa tyossa oletetaan kasiteltdvien verkkojen menevin paéllekkéin

siten, ettd niiden pintaverkkojen leikkaus on yksi jatkuva kayra.

Mainitun jatkuvuusoletuksen vallitessa voidaan kiayttad hyviksi havaintoa, etté
leikkauskédyrd on jatkuva myos kunkin reunatahkon alueella. Talloin, kun kiyra tu-
lee tahkon alueelle leikkaamalla jotakin sen sdrméad, se myos poistuu tahkon alueelta

leikkaamalla sen jotakin toista sdrmaéé, kuten kuvasta 5.3 ndhdaéan.
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Leikkauspisteet saadaan jarjestettyd kulkemalla pintaverkoilla siten, ettd tahkosta
siirrytdan seuraavaan sen mukaan, milld tahkon sérmista jalkimmaéinen leikkauspiste
sijaitsee. Kunkin tahkon sisélla leikkauspisteet voidaan jarjestdd kulkemalla vastaavalla
tavalla lapi toista pintaverkkoa.

Ongelmia muodostavat tilanteet, joissa leikkauspiste sijaitsee tdsmaélleen tahkon
solmupisteessa. Télloin leikkauskdyra ei varsinaisesti kulje mink&éan tahkon lapi, eika
ole a priori selvaé, mihin tahkoon seuraavaksi tulee siirtya. Téllaiset tilanteet taytyykin
késitella erikseen tutkimalla molempien verkkojen vuorossa olevien tahkojen ja niiden
naapureiden keskinéisia leikkauksia. Téalloin myos samaan leikkauspisteeseen liittyvia
sarmid ja tahkoja on useita, eikd pelkkien indeksien perusteella voida tutkia, onko
kyseesséd uusi vai vanha leikkauspiste. Taméan vuoksi leikkauspisteen koordinaatteja
taytyy vertailla aikaisempien pisteiden koordinaatteihin.

Vertailuun liittyy kuitenkin numeerisia riskeja. Jos nimittédin lasketaan ldhes samas-
sa tasossa sijaitsevien sdrmén ja tahkon leikkauspistettd, muodostuu yhtéloryhmasta
(5.1) huonosti kdyttéaytyvé ja ratkaisuun voi syntyd numeerista virhetté. Téallaiset tilan-
teet pyrittiin toteutuksessa eliminoimaan jattadmaélla leikkauspiste kokonaan maaraa-
mattd, mikili yhtaloryhméan residuaalin Jacobin determinatti oli itseisarvoltaan pie-
ni. Nain voidaan tehda, koska sdrmén paédtepisteisiin liittyy muita sarmié, jotka ovat
leikkauspisteen laskemisen kannalta paremmassa kulmassa tahkoon ndhden. Kyseinen

leikkauspiste 16ydetédédn siis ndiden sédrmien leikkauspisteena.

5.1.3 Solmujen tuottaminen leikkauskayrille

Jotta puretulle alueelle voitaisiin tuottaa uusi pintaverkko, on leikkauskéayrélle luotava

uusia solmuja. Solmut olisi sijoiteltava siten, etta
e niitd on tiheéssd sielld, missd alkuperdiset pintaverkot ovat tiheitd, ja harvassa
sielld, missd ne ovat harvoja,

e ne sijoittuvat jossakin mielessé tasaisesti, eli kaksi solmua ei sijaitse erittdin la-

helld toisiaan,

e paikoissa, joissa leikkauskayré tekee jyrkdn kulman, sijaitsee jatkossakin solmu,

Ja

e niitd on sopiva madra siten, ettd siirtymé purettujen osien reunoilta leikkauskay-

rélle ei ole liian jyrkka.

39



Viimeinen vaatimus toteutuisi taydellisesti, jos solmujen véilimatkat olisivat leikkaus-
kiyralla samat kuin alkuperaisissa pintaverkoissa. Yleisesti tdmé on kuitenkin ristirii-
tainen vaatimus, silld sdrmien pituudet voivat toisessa liitettévissa verkossa olla hyvin
erilaiset kuin toisessa. Lisdksi jopa vierekkdisten sdrmien pituudet voivat olla hyvin
erilaiset.

Toteutetussa algoritmissa vaatimukset pyritdan toteuttamaan likiméaraisesti kayt-

tamalla seuraavanlaista heuristiikkaa:
Algoritmi 5.2 Solmujen tuottaminen leikkauskéyrille.

1. Asetetaan alkujoukoksi kaikki pintaverkkojen sédrmien ja tahkojen leikkauspisteet.

Olkoon niitd n, kappaletta.

2. Lasketaan solmujen ideaalinen lukumé&éra. Merkitédén |rs;| := niiden sdrmien lu-
kumééra, jotka jadvit poistetun alueen reunalle verkossa i, ||rs;|| := kyseisten
sdrmien yhteenlaskettu pituus ja ||lk|| := leikkauskdyrdn pituus. Maaritelladn

ideaalinen keskiméaarainen valimatka

| — <H7“$1|| X ||7’32H) /2
|51 |75

ja edelleen solmujen ideaalinen lukuméara

(2

3. Lukitaan sellaiset solmut, joiden kohdalla leikkauskdyra tekee jyrkdn kulman.

Olkoon solmuun liittyvien janojen vélinen kulma «. Kulma katsotaan jyrkaksi,
jos cos(2m—a) < 0.96. Kaytannossa kulma lasketaan kiyran perikkiisten janojen

normalisoituna pistetulona.

Olkoon lukittuja solmuja n; kappaletta. Jos n; > n, muita solmuja ei tarvita ja
algoritmi voidaan lopettaa. Lukittujen solmujen paikat siilytetaén sellaisenaan.

Loppuja solmuja, joita on siis n, — n; kappaletta, kutsutaan vapaiksi.

4. Jatetdan vapaista solmuista osa pois siten, ettd vapaiden ja lukittujen solmujen
lukumééaraksi tulee lopulta yhteensa n. Tamé tehdaén jattdmalla solmuista pois
ne, joiden indeksi on |j(n,—n;)/(nga—n)|, j=1,...,(n,—n). Pois tulee todella

jatettya (n, —n) eri solmua, koska (n, —n;)/(n, —n) > 1.
5. Tehdéaan vapaille solmuille pari silotuskierrosta.
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Silotus tehddan Laplace-tyyppisesti siirtamaélla kukin solmu vuorollaan sen naapu-
reiden puolivéliin. Solmua ei kuitenkaan nyt voida siirtdd naapureidensa geometriseen
keskipisteeseen, koska tdmaé piste ei yleisesti ole enéé leikkauskéyralld. Sen sijaan siirto
tehddan parametriesityksen avulla.

Maaritelladn leikkauskayréan pisteen parametrinen koordinaatti sen etéisyydeksi jos-
takin referenssipisteesté leikkauskayraa pitkin jaettuna koko leikkauskayran pituudella.
Néin saadut parametriset koordinaatit vaihtelevat nollasta yhteen.

Silotuksessa asetetaan kunkin vapaan solmun parametriseksi koordinaatiksi sen
naapureiden parametristen koordinaattien keskiarvo. Téssa naapureiksi lasketaan seka
vapaat ettd lukitut solmut, vaikka siirrot voidaankin tehda vain vapaille solmuille.

Erityiskasittelya vaaditaan, kun naapurisolmut ovat alkuperéisen referenssipisteen
eri puolilla, eli toisen koordinaatti on ldhelld yhtd ja toisen ldhelld nollaa. Té&ll6in
pienempéd koordinaattia voidaan tilapdisesti kasvattaa yhdelld. Saatu keskiarvo tulee
lopuksi palauttaa vilille [0, 1].

Siirto tehdaédn kullekin vapaalle solmulle vuorollaan. Silotusta tehddédn vain muu-
tama kierros, jotta solmujen paikat jakautuisivat silotuksen jélkeenkin suurin piirtein

alkuperiisten verkkojen tiheyksien mukaisesti.

5.1.4 Leikkaavan osan purkaminen

Verkkoja yhdistettéessa on ainakin jommasta kummasta verkosta purettava se osa, joka
menee paallekkéin toisen verkon kanssa, jotta yhdisteverkko voisi olla sallittu. Toteu-
tetussa algoritmissa péadllekkédin menevéit osat puretaan molemmista verkoista, jolloin
tilaa liimana toimivalle rakenteettomalle verkolle saadaan enemmaén. Tama ei kuiten-
kaan ole paras mahdollinen toimintatapa, koska mitd enemmaén verkkoja puretaan, sita
vahemmaén niiden alkuperéistd rakennetta sailyy. Yhdisteen lopputulos my6s riippuu
siité, kuinka paljon alkuperiiset verkot "sattuvat” meneméén paillekkain.

Seuraavassa oletetaan yksinkertaisuuden vuoksi, ettd puretaan vain yhta verkkoa,
jota merkitiin 7 %115, Poistettavat elementit midritiin verkon 72 avulla siten, etti
verkosta 71 poistetaan sellaiset elementit K, joille K (7% # (. Jos leikkaava osa
halutaan purkaa molemmista verkoista, verkkoa 72 purettaessa voidaan toimia tiysin
vastaavasti. Poistettavat elementit tulee tilldin méiritd purkamattoman verkon 7
avulla.

Toteutetussa algoritmissa lasketaan ensin verkon 72 pintatahkojen leikkauspisteet
verkon 7 sidrmien kanssa. Kdytinnossi tdma tapahtuu kiymaélld lapi verkon 72 pin-

tatahkot ja tekemalld tahkojen rajoitelaatikoilla hakuja R-puuhun, johon on talletettu
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verkon 7! sirmit. Tuloksena saadaan sirmit, joiden rajoitelaatikot leikkaavat kyseis-
td tahkoa. Sdrmien ja tahkon mahdolliset leikkauspisteet lasketaan luvussa 5.1.1 esi-
tetylla tavalla. Tuloksena saaduista lokaaleista koordinaateista ndhdééan suoraan, onko
leikkauspiste todellinen.

Niin loydetdin samalla kaikki verkon 7' elementit, joita pintaverkko 9072 leik-
kaa, ja ne voidaan poistaa verkosta. Verkkoon voi kuitenkin jaada elementtejd, jotka
ovat mielivaltaisen lahelld leikkauskayraa, kuten kuvasta 5.3 ndhdadn. Tallaisiin ele-
mentteihin liittyvét liimaverkon elementit olisivat laadultaan erittdin huonoja. Tamén
vuoksi myos sellaiset elementit poistetaan, joille |[kp —Ip|| < 1.5r, missé kp on elemen-
tin keskipiste, Ip on elementtid ldhin leikkauspiste ja r on elementin sdde (joka téssé
médritelladn sen solmujen pisimméksi etdisyydeksi sen keskipisteestd).

Taman jalkeen loput poistettavat elementit maaratéaan seuraavasti: Kaytetdan apu-
na poistettu-taulukkoa, johon alustetaan ensin kaikki elementit poistetuiksi. Téméan
jilkeen tehdéan syvyyshaku lahtien liikkeelle jostakin elementisté, joka varmasti ei ole
leikkaavassa osassa. Vieraillut elementit merkitaén poistettu-taulukossa séilytettaviksi.
Sellaiseen elementtiin ei menné, jonka tahkolla sijaitsee jokin lasketuista leikkauspis-
teisté tai joka sijaitsee leikkauspisteen lahelld. Nain haussa ei voida joutua leikkaavaan

osaan. Syvyyshaun pseudokoodi on esitetty algoritmina 5.3.

Algoritmi 5.3 Syvyyshaku leikkauksen ulkopuolisessa osassa.
pino(1) < etsi_aloituspiste()
pino_os «— 1
while pino_os > 0 do
nykyinen «— pino(pino_ 0s)
if elementilld nykyinen on késitteleméattomia naapureita then
seuraava <— elementin nykyinen seuraava kasittelematon naapuri
if not leikattu(seuraava) then
poistettu(seuraava) < false
pino_ 08 «— pino_ 0s+1
pino(pino_0s) <+ seuraava
else
pino_ 08 «— pino_ 0s-1
end if
end if

end while
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Huomautus 5.2 Tyossé oletetaan, ettd leikkauksen ulkopuolelle jaava verkon osa on
yhtendinen. Mikéli néin ei ole, kiytettava syvyyshaku loytad ainoastaan yhden yhte-
néisen komponentin, ja loput tulisivat poistettua. Epayhtendinen verkko tulisi késitella
erikoistapauksena myos liitosoperaation muissa vaiheissa, joten se rajataan tdmén tyon

ulkopuolelle.

Kaytannossa pinossa sdilytetdan elementtien indeksien lisdksi myos viimeksi tut-
kitun naapurin jarjestysnumeroa, jolloin naapureita ei tarvitse selata ldpi, jotta tie-
dettéisiin miké niistd on seuraavaksi vuorossa. Néin ollen kullekin pinon elementille
suoritetaan vain sen naapureiden lapikaynti, eiké vierailtuja elementteja laiteta pinoon
endd uudestaan. Téll6in syvyyshaun aikavaativuus on O(n + m), missé n on leikkauk-
sen ulkopuolelle jadvien elementtien lukumééara ja m kyseisten elementtien naapureiden
lukuméérien summa.

Alkupiste 16ydetésn kulkemalla jostakin pintaverkon 07?2 leikkauspisteesti lihtien
pinnan normaalista poispéain. Nelikulmiotahkon tapauksessa normaalivektori ei yleisesti

ole sama koko tahkon alueella. Kohtuullinen approksimaatio saadaan kuitenkin kaavalla

(73 — #1) X (¥4 — 73)

Y

missé x;:t ovat tahkon solmupisteet lueteltuna pinnan siséaltd katsottuna vastapaivian.

5.1.5 Pintaverkkojen yhdistaminen

Pintaverkot yhdistetdédn luomalla puretulle alueelle rakenteeton kolmioverkko lahtien
liikkeelle sellaisista pintasdrmisté, jotka sijaitsevat puretun osan reunalla. Verkon sol-
muja ovat nédiden sdrmien solmut ja leikkauskéyrélle luodut uudet solmut. Muita sol-
muja ei luoda.

Vaaditaan siis, ettd puretun alueen reunoilla olevat sarmaét esiintyvéit verkossa sel-
laisenaan. Niita ei voida esimerkiksi jakaa, koska vastaava jako tulisi tehda myos jaljelle
jaavian verkon elementeille, miké ei ole tarkoituksenmukaista. Samoin vaaditaan, etta
leikkauskéyrélle luotujen vierekkdisten solmujen vélilla on sdrmé. Néin verkotus voi-
daan tarvittaessa tehdd kummassakin verkossa erikseen, koska syntyvian verkon reunat
on kiinnitetty.

Verkko muodostetaan Lon [34] algoritmia mukaillen advancing front -tyyppisella
menetelmalld. Rintamaan lisatédéan aluksi kaikki poistetun alueen reunoilla olevat pin-

tasdarmat ja leikkauskdyran vierekkiisten solmujen véliin luotavat sarmat. Verkotus ete-
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nee siten, ettd rintamasta valitaan jokin pohjasdrma, josta ldhtien yritetdan muodostaa
uutta elementtia jonkin kolmannen solmupisteen kanssa.
Jokaista pohjasdarméi kohti tutkitaan kaikki kdytettéivissa olevat solmupisteet. Sol-

mupiste on sallittu, jos sen avulla muodostettava elementti tayttéda seuraavat ehdot:
1. sen ja jonkin sen naapurielementin pinnat ovat ldhes yhdensuuntaiset,
2. muodostuvat uudet sarméat eivat "leikkaa” olemassa olevia verkon sarmia, ja
3. yhtdan verkon solmupistettd ei jaa elementin “sisdan”.

Ensimmaéisen vaatimuksen avulla pyritddn varmistamaan, ettd muodostuva ele-
mentti ylipadataan on jarkeva. Suhteellisen sileilld pinnoilla nimittéin jokaisella elemen-
tilld on naapuri, joka sijaitsee sen kanssa ldhes samassa tasossa. Solmu, jonka avulla
muodostettu elementti ei totetuta téatd ehtoa, sijaitsee luultavasti kokonaan vaérés-
sé suunnassa. Pinnoissa voi kuitenkin esiintyd tasaista kiyryytta (esimerkiksi pallon
tapauksessa), jolloin vierekkéisten elementtien normaalit aina poikkeavat toisistaan.

Sopivan raja-arvon loytdminen on ongelmallista. Liian vélja raja voi nimittain ai-
heuttaa valintoja, jotka my6hemmin tuottavat huonoja tai jopa virheellisid elementte-
ja. Esimerkiksi kuvan 5.4 tilanteessa solmut A ja B saattavat kumpikin olla muiden
vaatimusten mielessé sallittuja, mutta jos algoritmi téssé vaiheessa valitsee solmun B,
ei solmua A endd myShemmin voida liittda verkkoon jarkevélla tavalla. Toisaalta lii-
an tiukat rajat voivat johtaa tilanteisiin, joissa algoritmi pyséhtyy, vaikka tilanteeseen
olisikin olemassa sallittu ratkaisu.

X

|

N
'\ y—
B "\,

A AN

Kuva 5.4: Verkotettavan alueen jyrkkien kulmien kohdalla on vaarana, ettd algoritmi

“oikaisee”.
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Tyossé ei asetettukaan poikkeamalle mitéén tiukkaa rajaa, vaan kiytettiin seuraa-

vanlaista kustannusfunktiota:
f(elem) = regemet0-deten) (5.2)

Tassé reem on syntyvan elementin ympéroivan pallon séde, dee, elementin ja sen
naapureiden normaalivektoreiden pistetuloista suurin ja k vapaasti valittava parametri.
Mité suurempi £ valitaan, sitd enemmén sakotetaan siité, etté elementti ei ole samassa
tasossa naapureidensa kanssa. Ehdot 2 ja 3 tayttavistd solmuista valitaan lopulta se,
jonka kustannus on mainitun funktion mielessé pienin.

Ehto 2 on selvi, jos tilannetta ajattelee kaksiulotteisesti. Vaatimus on tilanteen kol-
miulotteisuuden vuoksi kuitenkin tulkittava siten, ettd muodostettavien sarmien taytyy
olla méaratyn toleranssin etiisyydelld olemassa olevista sarmistd. Sopivan toleranssin
l6ytaminen on jélleen ongelmallista. Jos pinnalla nimittéin on kohtia, jotka ovat hyvin
eri tasossa kuin rintama pohjasarméan kohdalla, voi syntyva elementti oikaista téllaisten
kohtien ali” tai "yli”. Toisaalta lilan suuri toleranssi voi johtaa ongelmiin tilanteissa,
joissa suuresta elementtikoosta joudutaan siirtyméén pieneen.

Vertailussa on lisdksi otettava huomioon, ettd samaan solmupisteeseen liittyvia sar-
mié ei ole mielekdstd vertailla. Taméan vuoksi tarvitaan ehto 3, joka varmistaa, etta
uuden elementin solmupisteistéd lahtevien sdrmien toinen paétepiste ei sijaitse elemen-
tin sisalla. Tamékin ehto on tulkittava kolmiulotteisessa mielessé, eli solmun projektio
muodostettavan elementin médrdamaélle tasolle tulee olla elementin ulkopuolella tai
solmun etéisyyden tésta tasosta tulee olla riittavan suuri.

Myos tahén liittyy vapaita parametreja: kuinka paljon elementin ulkopuolella pro-
jektion on oltava, tai kuinka kaukana tasosta solmun on sijaittava. Tilanne on on-
gelmallinen esimerkiksi silloin, kun pintaverkko tekee suoran tai jyrkemmaén kulman,
kuten kuvassa 5.4. Kuvassa solmun B projektio on solmun A avulla muodostettavan
elementin alueella. Elementin luominen tulisi kuitenkin sallia.

Menetelméan liittyy siis useita vapaita parametreja, joiden optimaalisista arvoista
ei tissd vaiheessa ole mahdollista esittdd muita kuin arvioita. On myds varsin mah-
dollista, etté joissakin tapauksissa esiintyy yhtédaikaa useita ongelmallisia kohtia siten,
ettd oikeanlaisen lopputuloksen tuottavia parametreja ei edes ole mahdollista 16yt&a.

Toinen menetelmén suurista ongelmista on se, etté algoritmi on niin sanotusti ahne,
eli se valitsee solmun ainoastaan kulloinkin muodostettavan elementin laatua ajatel-
len. T&ll6in voi joissakin tapauksissa kidydé niin, ettd mielivaltaisen ldhelle elementin

reunoja jaé solmu, joka mychemmin synnyttad laadultaan huonon elementin.
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5.1.6 Siirtyma tahkotyyppien vililla

Kolmessa ulottuvuudessa nousee sisdverkkojen toisiinsa liittdmisessé esiin erityyppisten
elementtien ongelma. Elementtien tahkot ovat esimerkiksi kuusitahokasverkossa neli-
kulmioita ja nelitahokasverkossa kolmioita, eikd niitd voida suoraan liittda toisiinsa
konformilla tavalla.

Liittdminen on kuitenkin mahdollista pyramidielementtien avulla, koska pyramidilla
on nelikulmainen pohja, johon liittyy neljé kolmiosivua. Téma tarjoaa mahdollisuuden
siirtymaélle nelitahkoista kolmiotahkoihin. Owen ym. [40] esittavit kolme tapaa, joilla

kuusitahokkaan yksi tahko voidaan kolmioida:

e Lisdtadn solmu kuusitahokkaan keskelle. Téll6in elementti voidaan hajottaa kah-
deksi nelitahokkaaksi ja viideksi pyramidiksi siten, ettd elementin tahkoista viisi

sédilyy nelikulmioina ja yksi jakautuu kahdeksi kolmioksi.

e Annetaan aluksi nelitahokkaiden kdyttda nelikulmion yhtéd lavistdjad sarméné.
Lisdatdan taméan jalkeen myos toinen lavistdja jakamalla kyseiset nelitahokkaat
kahtia. Nyt voidaan muodostaa pyramidi kiayttamalla pohjana nelikulmiota ja si-
vutahkoina syntyneité kolmioita. Pyramidille saadaan tilavuus silotusoperaation

avulla.

e Yhdistetddn kaksi nelitahokasta pyramidiksi. Tama ei kuitenkaan ole mahdollista,
jos niillé ei ole yhteistd tahkoa. T&ll6in nelikulmion lavistdjaan liittyville nelita-
hokkaille taytyy suorittaa muunnoksia muodostamalla kahdesta nelitahokkaasta
kolme siten, ettd lavistdjadn liittyvien nelitahokkaiden mééra samalla vahenee.
Tilanne nakyy kuvassa 4.2. Vasemmassa kombinaatiossa alimpaan sdrméan liit-

tyy kaksi nelitahokasta, mutta oikeassa ainoastaan yksi.

Koska téssa tyossa ei rajoituta pelkistdan kuusitahokasverkkoihin, tehtiin siirtyma
mahdollisimman yleisella tavalla. Kaikki kuvan 2.1 elementit voidaan nimittain pilkkoa
seuraavalla tavalla: Lisdtaan uusi solmu elementin keskipisteeseen. Lisataén solmu myos
sellaisten nelikulmiotahkojen keskipisteeseen, jotka téytyy pilkkoa kolmioiksi. Solmun
avulla jaosta saadaan tasapainoisempi kuin pelkéstdan jakamalla nelikulmio diagonaa-
liltaan kahtia.

Elementin (vanhoista tai jakamalla syntyneistd) kolmiotahkoista muodostetaan nyt
elementin keskipisteen avulla nelitahokkaita ja séilytettavisté neliotahkoista pyramide-
ja. Nama yhtyvat toisiinsa ongelmitta, silld niiden vastakkain olevat tahkot ovat aina

kolmioita.
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5.1.7 Sisadverkon luominen

Sisédverkko luotiin LGPL-lisenssin alaisuudessa olevan Netgen-kirjaston avulla. Yhdis-
tamisalgoritmin tuottaman pintaverkon elementit syotettiin ohjelmalle yksi kerrallaan,
minka jélkeen sisdverkko voitiin luoda yhdelld aliohjelmakutsulla.

Tuloksena syntyvéa sisdverkko yhdistettiin lopuksi olemassa oleviin verkon osiin.
Solmupisteiden kaksoiskappaleet poistettiin, ja indeksointeja muutettiin vastaavasti.
Yhdistdminen onnistuu, koska Netgen sdilyttdd annetun pintaverkon sellaisenaan.

Kirjaston nykyisen version dokumentaatiossa [51| ohjelman kiyttamié algoritmeja
ei ole kuvailtu kovin tarkasti. Saman tekijin aiemmassa tyossi |50| algoritmeja ku-
vataan tarkemmin, mutta lahteessd puhutaan Netgenistd puhtaasti advancing front
-tyyppisenéd generaattorina. Uuden version kayttoohjeessa kuitenkin puhutaan erik-
seen "nopeasta Delaunay-algoritmista” ja "hitaammasta sddntopohjaisesta algoritmis-
ta”, jota kidytetddn vain, jos nopeampi algoritmi ei pysty verkottamaan koko aluetta.

Ohjelman tarkasta toimintaperiaatteesta ei niin ollen saatu téysin selvia kuvaa.

5.2 Muut operaatiot

Seuraavassa hahmotellaan, kuinka edelld esitettyjen tekniikoiden avulla voitaisiin to-
teuttaa myOs muita loogisia operaatioita. Apuna kiytetaan poikkileikkauskuvia, joiden
merkinnét ovat samat kuin kuvan 5.2 yhteydessd. Operaatioiden lahtétilanne on edel-

leen sama kuin kuvassa 5.1.

5.2.1 Poisto

Eras mahdollinen poisto-operaation toimintaperiaate on esitetty kuvassa 5.5. Verkkojen
leikkauksen ulkopuolelle jiivi verkon 72 osa voidaan poistaa. Leikkaukseen jadvis osaa
sen sijaan tarvitaan pintaverkon muodostamiseksi rakenteettomalle generaattorille.
Leikkaukseen ja#avén osan pinta voidaan kolmioida, eli jakaa mahdolliset nelikulmio-
elementit kolmioiksi. Samoin tehd#éin verkon 7' sisipinnalle. Leikkauskiyrin liheisyy-
dessa pintaverkot voidaan liittda toisiinsa kuten edelld. Tamén jélkeen kolmiopintojen
viliin voidaan luoda rakenteeton verkko, joka sovittaa verkon 7! verkon 72 pintaan.
Huomattakoon kuitenkin, ettd mikili verkon 72 pinta muodostuu nelikulmioele-
menteistd, joiden solmut eivit sijaitse tasossa, ei nédin syntyvé pintaverkko tarkalleen
noudata verkon 72 pintaa. Nelikulmiopinnan siilyttdminen taas vaatisi siti, etti ra-

kenteettomassa verkossa olisi my6s muita kuin nelitahokaselementteja.
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Kuva 5.5: Operaation 7' \ 72 toteutus.

5.2.2 Leikkaus

Leikkaus voitaisiin puolestaan toteuttaa esimerkiksi seuraavasti: Sailytetddn verkosta
T? leikkaukseen jéivi osa ja verkosta 7' se pintaverkon pala, joka jai leikkauskiyran
rajaamalle alueelle. Kolmioidaan pintaverkon pala, ja liitetdin se verkon 72 pintaver-
kon reunoihin. Néin saadaan pintaverkko rakenteettomalle generaattorille. Tilannetta

havainnollistaa kuva 5.6.

Kuva 5.6: Operaation 7'N7? toteutus.

Téamén operaation osalta huomautettakoon, ettd verkoilla suoritettava leikkaus ei

niin toteutettuna ole vaihdannainen, eli 7'N72#72NT . Tami johtuu siité, etti leik-
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kaus muodostetaan péadasiassa verkon 7?2 palasesta. Jos 7':n ja 72:n roolit vaihdet-
taisiin, my0s tama palanen otettaisiin eri verkosta ja sovitus tehtéisiin toisen verkon

pintaan.

5.3 Tietorakenteita

Seuraavassa esitellddn toteutetussa algoritmissa kiytettyja tietorakenteita. Merkintéta-
pana on kiytetty pseudo-fortrania. Taulukkoja merkitdéan syntaksilla (ala:yld), misséd
siis taulukon ala- ja yldrajat erotetaan kaksoispisteelld. Jos yldraja voi vaihdella, sita

el merkité.

5.3.1 Verkkotietorakenne
Verkot talletettiin oleellisesti seuraavan kaltaiseen rakenteeseen:

TYPE VERKKO
REAL solmujen_koordinaatit(1:3,1:)
ELEMENTTI tasot(1:3,1:)

END

TYPE ELEMENTTI

INTEGER tyyppi

INTEGER viittaukset(0:3,1:)
END

Rakenteessa verkko on jaettu tasoihin, joiden indeksit vastaavat talletettavien ob-
jektien dimensioita. Taso 1 sisdltda siis verkon sarmét, taso 2 tahkot ja taso 3 kolmiu-
lotteiset elementit. Kustakin objektista talletetaan viittauksia eri tasoille. Esimerkiksi
elementilld on viittaukset solmuihinsa, sarmiinsé, tahkoihinsa ja naapurielementteihin-
sd. Téassa naapureilla tarkoitetaan objekteja, joilla on yksikin sama solmupiste. Tason
0 viittauksia ovat solmujen indeksit. Viittaukset ovat muuten kaksisuuntaisia, mutta
solmut eivét kuitenkaan viittaa mihinkdan.

Kaytetty verkkotietorakenne sisélsi siis varsin paljon informaatiota. Rakenne oli kui-
tenkin erittdin hyodyllinen monissa tilanteissa. Se nimittédin soveltuu hyvin sellaisiin
lapikdynteihin, joissa objektista siirrytédédn sen naapureihin. Téllaisia kévelyita tarvit-
tiin muun muassa verkkojen leikkaukseen jéaavin osan poistamisessa ja pintaverkkojen

leikkauskédyrien madriadmisessé.
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Rakenteen avulla voidaan my0s nopeasti tutkia, onko sdrmé tai tahko verkon reu-
nalla. Reunalla oleva tahko nimittdin kuuluu ainoastaan yhteen elementtiin. Jos taas
sarmaé liittyy tahkoon, joka on reunalla, kulkee my6s sédrmé kokonaisuudessaan reunal-

la.

5.3.2 R-puu

Esimerkiksi verkkojen leikkauspisteiden méaardaminen olisi varsin raskas operaatio, jos
se toteutettaisiin yksinkertaisesti vertaamalla verkon kaikkia sdrmia toisen verkon kaik-
kiin tahkoihin. Tamén vuoksi késiteltdvien verkkojen sarmaét ja tahkot talletettiin Gutt-
manin [22] kehittdméaén tietorakenteeseen, jota kutsutaan R-puuksi.

Geometriset objektit talletetaan puun lehtisolmuihin. Puun sisésolmut puolestaan
tallettavat toisia solmuja. Kukin solmu voi tallettaa enintdan M ja vahintdén m < M /2
objektia (geometrista objektia tai solmua). Jos talletettavia objekteja on vihemmén
kuin m, ne kaikki ovat juurisolmun alaisuudessa.

Kuhunkin geometriseen objektiin liittyy méaaritelméan 2.4 mukainen rajoitelaatikko.
Solmujen rajoitelaatikot puolestaan madritellddn siten, ettd ne sisdltavit kaikkien nii-
den tallettamien objektien rajoitelaatikot. Esimerkiksi kuvassa 5.7 solmut C, D, E ja
F ovat lehtisolmuja, jotka tallettavat kahdesta kolmeen kolmiota. Kolmioiden &arim-
maiset koordinaatit maardavat ndiden solmujen rajoitelaatikot.

Puuhun voidaan tehda hakuja kayttdmalla hakuavaimena annettua rajoitelaatik-
koa. Télloin puussa edetaén juuresta lehtisolmuihin ja tutkitaan aina sellaiset solmut,
joiden rajoitelaatikot leikkaavat hakuavainta. Tuloksena saadaan puun kaikki hakua-
vainta leikkaavat objektit. Solmujen rajoitelaatikot voivat menné paéllekkiin, joten
haun aikana voidaan joutua tutkimaan useita alipuita. Témén vuoksi hakualgoritmin
tehokkuudelle ei voida taata kaikissa tilanteissa hyvia rajoja. Kédytdnnossa puun avulla
kuitenkin voidaan usein tehokkaasti rajata tutkittavien objektien joukkoa.

Kun puuhun lisdtaan uusi objekti, se pyritdan sijoittamaan aina sellaiseen alipuu-
hun ja lopulta sellaiseen lehtisolmuun, missé se kasvattaa solmun rajoitelaatikkoa vé-
hiten. Perusteena menettelylle esitetddn se, ettd hakuja tehtdessa puussa edetédén ra-
joitelaatikkoja vertailemalla. Ndin ollen rajoitelaatikoiden pitdminen pieninéd vihentéa
todennakoisyytta, ettd alipuuta tarvitsee haun aikana tutkia. Kriteeri ei ole optimaa-
linen [5], mutta se on helppo toteuttaa.

Kun solmuun tulee lapsia yli sallitun méaran, se on jaettava kahtia. Jakamisen yh-
teydessa lapset jaetaan syntyvien solmujen kesken. Jako pyritddn suorittamaan opti-

maalisella tavalla, mutta kiiytdnnossé optimointia ei voida tehdé tarkasti sen vaativuu-
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den vuoksi. Tyossa toteutettiinkin Guttmanin esittdméa heuristiikka, jonka vaativuus

on lineaarinen parametrin M suhteen.

C Juuri
E
Juuri A / \
5 VRN VRN
C D E F

Kuva 5.7: Eréds kolmioita sisaltdavd R-puu. Puun m=2 ja M=4.
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6 Esimerkkeja

Téssé luvussa esitellddn (1dhinnéd kuvien avulla) algoritmin toimintaa joissakin testita-
pauksissa. Esimerkkitapaukset esitellidn tarkemmin seuraavissa alaluvuissa. Esimer-
keissa tarkastellaan ldhinné syntyvéaa liimaverkkoa, koska sen laatu vaikuttaa suuresti
lopullisen yhdisteverkon laatuun.

Testeissa kiytettiin esimerkkigeometriana pédasiassa putkea, koska se on kaytan-
non sovelluksissa varsin yleinen geometria. Toisaalta putken ja jonkin muun geomet-
rian yhdisteend syntyvida kappaletta ei useinkaan ole kovin yksinkertaista verkottaa
esimerkiksi multiblokkimenetelmallé, koska sopivan blokkijaon l0ytdminen voi olla hy-
vin tyoldsta. Putki tuotettiin kaksiulotteisesta nelikulmioverkosta pursottamalla, ja sen
sisdverkon rakenne onkin samanlainen kuin kuvassa 3.5.

Liimaverkon luontiin kiytetty Netgen-verkkogeneraattori antaa syntyneesté raken-
teettomasta verkosta myos laatutietoa. Taulukkoon 6.1 on keratty esimerkeissa synty-
neiden liimaverkkojen kolmioiden ja nelitahokkaiden pienimmét ja suurimmat kulmat.
Kuvassa 6.1 on eri esimerkeissi syntyneiden elementtien jakauma tietyn, vélille [0,1]
skaalatun laatukriteerin mielessd. Arvoista ndhdéan, ettd syntyvé liimaverkko on laa-
dultaan varsin hyvi. Adrimméisen pienii tai suuria kulmia ei esiinny, ja elementtien

laatu painottuu selvasti asteikon parempaan paahan.

Pienimmét kulmat Suurimmat kulmat
Esimerkki Kolmiot Nelitahokkaat Kolmiot Nelitahokkaat
1 14,5 12,1 137,5 156,2
2 7.4 6,7 159,9 166,0
3 6,9 6,2 161,4 168,5
4 9,1 6,8 161,8 170,0

Taulukko 6.1: Kolmioiden ja nelitahokkaiden pienimmaét ja suurimmat kulmat muo-

dostuneissa liimaverkoissa.
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Esimerkki 1 Esimerkki 2

01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Esimerkki 3 Esimerkki 4
|
01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Kuva 6.1: Elementtien jakautuminen laatuluokittain.
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6.1 Esimerkki 1: Putki ja kuutio

Ensimmaisené testitapauksena kiytettiin putkea ja sddnnollisista kuusitahokkaista muo-

dostuvaa kuutiota. Verkot sijaitsivat padllekkiin kuvan 6.2 osoittamalla tavalla.
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Kuva 6.2: Putki leikkaa kuutiota. Kuvassa molempien pintaverkot ennen yhdistdmista.

Kuvassa 6.3 nikyy pintaverkkojen yhdistdmisen ja elementtien pilkkomisen syn-
nyttdma pintaverkko, jota kiytettiin rakenteettoman generaattorin syotteena. Kuvasta
ndhdééan, ettd pintaverkkojen yhdisteesté tuli laadultaan erittdin hyva. Myos siirtymé-
kerroksiin syntyi kohtuullisia elementtejé, koska molempien verkkojen elementit olivat

varsin sadnnollisid. Lopputuloksena syntyva verkkojen yhdiste nékyy kuvassa 6.4.
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Kuva 6.3: Rakenteettoman liimaverkon pinta putken ja kuution yhdisteessa.

Kuva 6.4: Putken ja kuution yhdiste.
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6.2 Esimerkki 2: Kaksi putkea

Toisena testitapauksena kiytettiin kahta leikkaavaa putkea. Toinen putki saatiin en-
simmaisesté skaalauksen ja kierron avulla. Tdmaéan vuoksi toinen putki on halkaisijal-
taan pienempi kuin toinen, mutta niissd on sama maéra elementtejd. Liitosalueella
joudutaan siis siirtyméan elementtikoosta toiseen.

Esimerkin lopputulos nékyy kuvassa 6.5. Rakenteettoman liimaverkon pinta on esi-

tetty kuvassa 6.6, jossa myos liitosalue nékyy tarkemmin.
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Kuva 6.5: Kahden putken yhdiste.
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Kuva 6.6: Liimaverkon pinta putkien yhdisteessa.
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6.3 Esimerkki 3: Putkikulma

Seuraavaksi algoritmia testattiin tilanteessa, jossa putket olivat toisiinsa ndhden 45
asteen kulmassa (kuva 6.7). Esimerkin vaikeutta pyrittiin lisddméén tekemélla toisesta
putkesta vieldkin pienempi kuin edellisessé esimerkissa.

Syntyneen liimaverkon pinta ndhdadn kuvassa 6.8. Kuten odotettua, liimaverkon

laatu oli hieman huonompi kuin aiemmissa esimerkeissa.
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Kuva 6.7: Kaksi 45 asteen kulmassa leikkaavaa putkea.
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Kuva 6.8: Liimaverkon pinta 45 asteen kulmassa olevien putkien yhdisteessé.

59



6.4 Esimerkki 4: Putki ja pallo

Viimeisend esimerkkiné kokeiltiin tilannetta, jossa toinen verkoista oli rakenteeton.
Netgen-verkkogeneraattorilla tuotettiin palloa kuvaava rakenteeton nelitahokasverkko,
joka liitettiin putken kylkeen. Liitos onnistui myds tassa tapauksessa. Lopputulos nékyy
kuvassa 6.9.

Liimaverkon pinta on esitetty kuvassa 6.10. Pallon rakenteettomuuden vuoksi pin-
ta on palloon liittyvéltd osalta varsin rosoinen. Talld on kuitenkin yllattdvan vihan
vaikutusta syntyvin verkon laatuun, kuten kuvan 6.1 diagrammista ndhdaan. Pallon
elementtejd ei myoskadn tarvitse pilkkoa, koska niiden pinnat muodostuvat jo valmiiksi

kolmioista.
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Kuva 6.9: Putken ja pallon yhdiste.
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Kuva 6.10: Liimaverkon pinta putken ja pallon yhdisteessa.
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7 Yhteenveto

Tassa tutkielmassa suoritettiin katsaus yleisimpiin laskentaverkkojen generointimene-
telmiin. Useat menetelmét ovat perusperiaatteiltaan samanlaisia kaksi- ja kolmiulot-
teisessa tapauksessa, joten esimerkking kiytettiin usein kaksiulotteista tilannetta. Kol-
messa ulottuvuudessa esiintyy kuitenkin enemmén erityyppisia ongelmia, joita pyrittiin
tuomaan esille kunkin menetelmétyypin yhteydessa.

Tyon varsinainen tavoite oli tutkia, kuinka verkoilla voitaisiin suorittaa loogisia
operaatioita eli yhdisteité, leikkauksia ja poistoja. Ty0sséa toteutettiin algoritmi, jon-
ka avulla kolmiulotteisia verkkoja on mahdollista liitt&a toisiinsa siten, etta verkkoihin
tehtévat muutokset ovat kohtalaisen paikallisia. Muiden loogisten operaatioiden mah-
dollisia toteutustapoja hahmoteltiin lyhyesti.

Toteutetun yhdistdmisalgoritmin periaate on seuraava: Ensin maéaritaan verkkojen
pintojen leikkaus eli niin sanottu leikkauskayra. Téméan jalkeen verkkojen padllekkain
menevit osat ja niiden ldheisyydessa sijaitsevat elementit poistetaan. Pinnat voidaan
tamén jalkeen yhdistda leikkauskayran avulla niin, ettd yhdiste noudattaa varsin hyvin
alkuperiisten pintojen muotoa. Jos syntyneen tyhjén alueen reunoilla sijaitsee neli-
kulmiotahkoja, ne kolmioidaan pilkkomalla niihin liityvéit elementit sopivasti. Tyhjaan
alueeseen luodaan lopuksi rakenteeton kolmioverkko, joka yhdistda tilavuusverkot toi-
siinsa.

Algoritmia testattiin muutamien testitapausten avulla. Lopputulokset olivat var-
sin hyvid: verkot saatiin liitettyd toisiinsa, ja syntyvén liitosverkon laatu oli kaikissa
tapauksissa vahintadnkin kohtuullinen.

Algoritmissa on kuitenkin tiettyjé puutteita. Se esimerkiksi olettaa, ettd pintaverk-
kojen leikkaus on yksi jatkuva kdyra. Algoritmia ei siis voida kéyttda esimerkiksi ti-
lanteessa, jossa toinen verkko kokonaan ldvistaé toisen verkon. P#éllekkdin menevien
osien poistaminen molemmista verkoista ei myoskddn ole optimaalista. Periaatteessa
riittaisi purkaa padllekkdin meneva osa vain toisesta verkosta. Toiseen verkkoon tar-
vitsisi tehdé tilaa ainoastaan sen verran, ettd pintojen yhdistdminen voidaan tehda ja
syntyvan tyhjan alueen muoto ei ole liian hankala rakenteettoman verkon generointia
ajatellen.

Algoritmin osana toteutettiin pintaverkot toisiinsa liittdva advancing front -tyyppi-
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nen verkon generointimenetelméa. Menetelmé operoi suoraan kolmessa ulottuvuudessa,
vaikka pintaverkon generoinnissa on kyse loogisesti kaksiulotteisen verkon luonnista.
Taman vuoksi algoritmissa joudutaan tekeméin useita erityyppisia tarkasteluja, joihin
liittyy suuri maérd numeerisia vakioita. Vakioille ei ole olemassa yleispéatevia optimiar-
voja, minké vuoksi algoritmi ei ole niin yleinen kuin olisi toivottavaa. Luultavasti onkin
olemassa tilanteita, joissa sopivia arvoja ei edes ole olemassa eika liitosta siis voida suo-
rittaa. Téllaisen tilanteen voisivat muodostaa pinnat, joissa esiintyy yhté aikaa useita
hankalia piirteitd, kuten vaihtelua elementtikoossa ja teravia kulmia.

Eras mahdollisuus kiertda kolmessa ulottuvuudessa tehtévét tarkastelut olisi jolla-
kin tavalla palauttaa pintaverkon luonti aidosti kaksiulotteiseen tilanteeseen. Menette-
lyssé voitaisiin kiyttda apuna olemassa olevia pintaverkkoja. Esimerkiksi Floater [15]
esittda graafiteoriaan perustuvan mentelmén, jonka avulla pintaverkko voidaan muun-
taa kaksiulotteiseksi. Hinen menetelméssaan vastaava kaksiulotteinen alue on valittava
ennalta ja sen on oltava konveksi.

Sheffer ym. [52] puolestaan esittavit optimointiin perustuvan menetelmén. Siiné
madrdatdan kaksiulotteisen verkon elementtien optimaaliset kulmat alkuperdisen pin-
taverkon avulla. Kaksiulotteinen verkko muodostetaan minimoimalla elementtien kul-
mien eroavuutta optimaalisista kulmista. Optimointitehtdvan rajoitteet asetetaan si-
ten, ettd muodostuva verkko on sallittu. Menetelmé ei aseta rajoituksia parametri-
soitavan pintaverkon muodolle, eikd kaksiulotteisen verkon muotoa tarvitse kiinnittaa

etukéteen.
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